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المقدمة 

هذا الكتاب هو تطویر لمحاضراتنا التي ألقيناها على طلبة الکلیات 
العلمية والأدبية في عدة جامعات عربية لأكثر من عقدين. وهكذا فهو موجه 
بشكل أساسيء للطلبة الجامعيين الدارسين للمنطق ولا يتطلب منهم А}‏ 
معلومات مسبقة في المنطق أو في الرياضيات وإن كنا قد استخدمنا فيه 
مفاهيم وعمليات وعلاقات أولية من نظرية المجموعات نفترض أن يكون 
القارئ مطلعا عليها سواء كان تخصصه أدبيا أم علميا. 

لقد كان هدفنا من إصدار هذا الكتاب هو تقديم مادة نريدها أن تکون» 
أولا قابلة للاستيعاب بشکل .کامل من قبل طلبة الجامعات» خصوصا ونحن 
نرى أن معظم الکتب العربية والأجنبية ينقصها الوضوح الذي یجعل محتواها 
في متناول هوّلاء الطلبة. كما أن تجربتنا في تدریس هذا العلم قد أوصلتنا 
إلى استنتاج یفید بان غیاب مصادر قادرة على تبسیطه قد أعاق حتی انتشاره 
والتخصص فیه. 

أردنا بهذا الکتاب ثانياء أن نقدم مادة باللغة العربية تتسجم مع ما وصل: 
АД)‏ هذا العلم من أساليب ومعالجات عصرية وتکون استمرار لکتب الرواد 
الذين کتبوا فيه ولم تعد معالجاتهم تسایر التقدم الهائل في هذا العلم. إن نقدیم 
مادة یستطیم АШЫ‏ الجامعات استیعابها بسبب من وضوح المعالجة الناتج من 
دقتها وكذا مسايرتها للتطور تمثل أهدافنا الرئيسية. ۱ 

إن ما أردنا الوصول إليه من محتوى الكتاب هو تمكين الطلبة من 
اكتشاف وكتابة البراهين الصورية للحجج فقدمنا له بالتفصیل عرضا دقيقا 
لعملية الاشتقاق التي تمثل إحدى الأركان الرئيسية لمحتوى الكتاب. ذلك أننا 
نعتقد بان إحدى الأهداف المركزية للمنطق هو التمييز بين الحجج الصحيحة 
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والخاطئة. وبعد أن مكنا القاری من عملية الاشتقاق قمنا ہبناء المنطق 
الرمزي نفسه على شكل نسق والذي يمثل الهدف المركزي الآخر. 

تُدخل في الفصل الأول لغة رمزية بسيطة هي لغة حساب القضايا 
حيث ندرس الجانب النحوي (التركيبي) وجانب الدلالة من هذه اللغة. 
استخدمنا العديد من الأمثلة لغرض ترجمتها من اللغة العربية إلى اللغة 
الرمزية لحساب القضايا. 

الفصل الثاني مخصص بشکل رئيسي لمفهوم البرهان الصوري في 
حساب القضایا. باستخدام تعریف العلاقتین (ینتج) و(یکافی) تدخل العدید من 
قواعد الاشتقاق المستخدمة في البراهین الصورية الثلائة: المباشر؛ الشرطي؛ 
غير المباشر. تدخل الحجج الصحيحة و الحجج الخاطئةء حیث بستخدم المثال 
المضاد لبرهان خطأ الحجج. ندخل کذلك مفهومي اتساق الصیغ وعدم 
اتساقھاء حیث نقوم بتعریفهما وبرهان الشرط اللازم والكافي لهما. 

الفصل الثالث يغطي بناء نسق صوري لحساب القضايا. بعد تحدید 
مکونات النسق الصوري المتمثلة في أبجدية النسق» قواعد بناء الصيغء قواعد 
الاشتقاق ومجموعات بدیهیات النسق» نقوم ببناء النسق الصوري وذلك 
باعطاء بعض من مبرهنات النسق. نبرهن Шай‏ خواص النسق : التماميةء 
الاتساق. الاستقلال. 

يخصص الفصل الرابم لدلالة حساب المحمولات. إن تفسیر صيغة في 
حساب المحمولات یمائل تعيين قیم صدق للمتغیرات القضائية لصيغة في 
حساب القضايا. نناقش مفهومي الکذب والصدق في التفسیرات. إن استیعاب 
هذین المفهومین من قبل الطلبة یساعدهم على فهم لماذا تحافظ على الصدق 
قواعد الاشتقاق المدخلة في الفصل التالي. 
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في الفصل الخامس تضاف أربعة قواعد اشتقاق جديدة هي: التخصیص 
الكلي؛ التکمیم الكلي» التمثيل الوجودي والتكميم الوجودي. وهکذا يصبح 
بالإمكان إعطاء براهين صورية للحجج في حساب المحمولات. نقوم بإدخال 
العلاقات على أنواعها وننشا براهين صورية للحجج التي تحوي المکممین؛ 
الكلي والوجودي. يختتم هذا الفصل بعلاقة الهوية حيث تعطى قواعد اشتقاقها 
وتنشأ براهين صورية لها. 
یعالج الفصل السادس الأنساق الصورية لحساب المحمولات» حيث یتم 
بناء نسق صوري لحساب المحمولات. 
یخصص الفصل السابم لاستخدام آشجار الصدق كطريقة فعالة من 
أجل : تحدید نوع الصیغ» صحة الحجج؛ تكافؤ الصیغ واتساقها. یتم هذا 
الاستخدام في حساب القضایا ثم یتم إدخال آشجار الصدق في حساب 
المحمو لات لتحدید صحة الحجج. 
قمنا بحل التمارین التي تغطي کل فصول الکتاب بالتفصیل» حیث. 
شغلت الحلول شمانین صفحة. وهذا هو آول کتاب باللغة العربية في المنطق 
یتضمن حلو لا للتمارین بهذا العدد الکبیر. إن هدفنا من هذا هو تشجیم الطلبة 
والاساتذة في الجامعات على تبني الکتاب ککتاب تدريسي. 
آخیرا نود أن نشکر الدکتور بوعرفة عبد القادر على اهتمامه بانجاز 
هذا الکتاب وکذا الانسة عزاش أمينة التي بذلت جهدا کبیرا من أجل الاخراج 
التقني الافضل „АЈ‏ 
دلإسعد الجنابي 
2006 
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الفصل الأول 
لغة حساب القضایا Language of Propositional‏ 


Calculus 


1 موضوع المنطق واللغة الرمزیة 

تحدث المحاججة كلما قدمت أسباب لدعم قضية ما. فعندما أكد غالیلو 
قضية أن الأرض تتحرك وقدم أسبابا أو دلائل داعما هذه القضية فإنه بذلك 
استخدم المحاججة. بشكل مشابه» فعندما يؤكد المحامي قضية أن موكله 
بريء ويقدم أسبابه ودلائله داعما هذه القضية فإنه بذلك يستخدم المحاججة. 
عندما يستخدم العالم والمحامي المحاججة فانهما يفعلان ذلك بواسطة تقديم 
قضية أو مجموعة قضايا يعتقدان بها من أجل دعم أو إسناد القضية التي 
يريدان إثباتها. لنسمي القضية المدعومة بواسطة المحاججة بالنتيجة. ولنسمي 
القضية أو القضايا المستخدمة في المحاججة لدعم النتيجة بالمقدمات. 
المجموعة التي تضم المقدمات والنتيجة تسمى الحجة. إن معنى كلمة (الحجة) 
هنا يختلف عن معناه في اللغة العادية» فليس له أي جامع مع الجدالات أو 
المناظرات. فمثلاء المقدمات والنتيجة التي نجدها في كتاب الهندسة ليس لها 
ما تفعله مع النزاع أو الاختلاف. وهكذا فإن الحجة هي مجموعة من 
القضاياء إحداها تسمى نتيجة أما الأخريات فتسمى مقدمات. 

من الواضح АЙ‏ توجد حجج صحيحة وأخرى خاطئة. تسمى الحجة 
صحيحة إذا كانت المقدمات فعلا تدعم النتيجة. أو بعبارة أخرىء إذا كانت 
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النتيجة تنتج من المقدمات. وتسمی الحجة خاطئة إذا كانت المقدمات لا تدعم 
النتيجة. أو بعبارة أخرىء إذا كانت النتيجة لا تنتج من المقدمات. 
مجموعة القضايا في المثال التالي تكوّن حجة صحيحة. 
)1( إذا كانت الارض تدور حول الشمس فان الارض تتحرك. 
(2) الأرض تدور حول الشمس. 
(3) الأرض تتحرك. 
القضيتان (1) و(2) في المثال أعلاه تمثلان المقدمات و(3) هي النتيجة. 
مجموعة القضايا في المثال التالي تكوّن حجة خاطئة. 
(1) إذا كانت الأرض تدور حول الشمس فإن الأرض تتحرك. 
(2) الأرض تتحرك. 
(3) الأرض تدور حول الشمس. 
القضيتان (1) و(2) في المثال تمثلان المقدمات و(3) هي النتيجة. 

المنطق هو العلم الذي يدرس الحجج. إن ما يهم المنطق هو الجواب 
على السؤال: هل أن النتيجة تنتج من المقدمات؟ أي هل أنه عندما تكون 
المقدمات جميعها صادقة؛ فالنتيجة تكون صادقة أيضا؟. 13 کان الجواب 
بنعم. فيقال أن الحجة صحيحة أو أن التفكير الاستدلالي صحيحا. وإذا كان 
الجواب بلاء أي أنه عندما تكون المقدمات صادقة والنتيجة كاذبة» فيقال أن 
الحجة خاطئة أو يقال أن التفكير الاستدلالي خاطئ. لهذا يقال أيضا أن 
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المنطق يبحث في التفكير الاستدلالي" . تؤکد س.هاك على أن (إحدى المهام 
المركزية للمنطق هي التمييز بين الحجج الصحيحة والحجج الخاطئة)”. 

إن التفكير يجد تعبيره في اللغة ولهذا فلا بد له أن يبحث في اللغة 
التي هي الوسيلة الوحيدة لصياغة وارتقاء الأفكار. وفي الحقيقة» فان الفكر 
واللغة يشترطان أحدهما الآخر. وبالرغم من أن اللغة العادية تمثل إنجازا 
عظيما في تاريخ الفکر البشري ولكنه بسبب من غاياتها العملیةء فلم تكن 
الدقة والوضوح صفة لها. ولهذا فلتجنب المصاعب التي ترتبط بهذه اللغة 
والتي سنتعرض لها ومنها الغموض وكذلك فإنه من أجل الاقتصاد في الفراغ 
والوقت فلقد قام المشتغلون في العلوم المختلفة باستخدام رموزا للتعبير عن 
نظرياتهم» الأمر الذي مكن العلوم من التطور الهائل. 

بشكل مشابه» تم تكوين رموزا للمنطق» وذلك لان دقة اللغة الرمزية 
هو الأهم من أجل توضيح التركيب المنطقي لاستدلالاتناء بينما اللغة العادية 
تكون عاجزة عن ذلك. وكمثال لناخذ مجموعتي القضايا (الحجتين) التاليتين» 
وحيث وضعت (إذن) لفصل المقدمات عن النتيجة. 
(أ) أنا صديق أحمد. 
أحمد شاعر. 
إذن» أنا صديق شاعر. 


(ب) أنا صديق أحدهم. 


1 د. اسعد الجنابي-المنطق الرياضي: دوره ومكانه في الرياضيات الحديثة» مركز البحوث» عدن» 1976. 
Haack, S.- Philosophy of logics, Cambridge University Press, 1999, Ch. 1.‏ > 
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أحدهم نزل على سطح القمر. 
إذن» أنا صديق النازل على سطح القمر. 
هاتان المجموعتان لهما نفس الشكل من وجهة نظر اللغة العادیة بالرغم من 
أن التفكير الاستدلالي كان صحیحا فقط في (أ). إن الشكل اللغوي لمجموعتي 
القضايا ليس متطابقا مع تركيبهما المنطقي. إن هذا يقود إلى ضرورة ابتكار 
لغة متكاملة للمنطق» بحيث يصبح من غير الممكن التعبير عن استدلالات 
مختلفة التركيب المنطقي لنفس الشكل اللغوي. بالإضافة إلى ذلكء ففي اللغة 
المتكاملة هذه توجد رموز ليست مبهمة» وصياغات دقيقة. وهكذا يكون من 
السهل جدا التحقق من صحة الاستدلالات التي نعملهاء وهذه السهولة غير 
ممكنة في اللغة العادية. وكما يقول وايت هيد: 'يمكننا بواسطة اللغة الرمزية 
الانتقال في الاستدلالات ЫЙ‏ تقریبا بواسطة العين"". لقد أصبحت اللغة 
الرمزية ضرورة من أجل إنجاز المعالجة العلمية الدقيقة المطلوبة بالمنطق» 
كما أنها أصبحت أداة اكتشاف وليس مجرد رموز 2558« لأنها تكتشف أفكارا 
جديدة. 

المنطق الرمزي المعاصر يدرس صور الحجج. صور الحجج هي 
نماذج مجردة تشترك بها العديد من الحجج المختلفة المضمون”. وللتوضيح 
نأخذ الحجج الثلاثة التالية والتي تمتلك نفس الصورة : 


١ Copi, 1: М.-Ѕутбоїіс logyc,Macmillan publishing co.Inc.New York, 1979, P. 7 
2 Susane K. Langer- An Introduction tosymbolic logic, Dover pulication, 1976, P. 60. 
3 John, N. And Dennis, R. — Logic, McGraw-Hill co., New York, 1988, P.15. 
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1. إذ هطل المطر فان أحمد يفتح المظلة. 
هطل المطر . 
إذن» أحمد یفتح المظلة. 
2 إذا تطابق المثلثان ABC‏ و ,۸,8,6 فان ‚АВ = АВ,‏ 
تطابق المثلثان АВС‏ و „АВС‏ 
إذن» AB = АВ‏ . 
3. إذا حل الصيف فإن درجة الحرارة ترتفع. 
حل الصيف. 
إذن: درجة الحرارة ترتفع. 
إن ما تشترك به الحجج الثلائة هو الصورة التالية والتي أصبح من الممكن 
إيجادها باستخدام الرموز: | 
إذا كان K‏ فان L‏ 
K‏ 
إذن» L‏ 
القضیتان کا L s‏ في هذه الصورة يمكن التعويض فيهما بأي زوج من 
القضايا للحصول على حجة ما. أي أن L s K‏ متغيران. وبما أن عدد أزواج 
القضايا لا نهائي فإن صورة الحجج هذه تمثل عدد لانهائي أيضا من الحجج 
المختلفة والتي لها نفس التركيب» نقصد تركيب المقدمات والنتيجة. كذلك فإن 


الصورة المذكورة هي استدلال ذو خطوة واحدة بمقدمتين ونتيجة. 
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1 2 القضايا والعملیات على Propositions and‏ 


Operations on Propositions 

القضايا 

مفهوم القضية في المنطق يشبه مفاهيم الهندسة المستوية: النقطة, 
المستقيم» المستوي 3 سنتقبله بدون تعريف. توصف القضية بأنها الجملة 
الخبرية التي يمكن أن تكون صادقة أو كاذبة. سنقوم الآن بتوضيحها بواسطة 
الأمثلة: 
العدد 6 لا يقبل القسمة على 3. 
الكندي فيلسوف عربي. 
صنعاء عاصمة الجمهورية اليمينة. 

نلاحظ في هذه الأمثلة أن القضيتين الثانية والثالثة صادقتان» أو أن 
قيمة صدق كل منهما 7. القضية الأولى کاذبة أو أن قيمة صدقها ۴. 
سندرس العمليات على القضايا وذلك باستخدام روابط لنصل إلى تكوين لغة 
رمزية لحساب القضايا. سنهتم بجانب النحو أو الترکیب" لهذه «АШ‏ أي 
دراسة اللغة الرمزية دون الالتفات إلى تفسيرها أو دراسة ما نسميه بناء 
الصيغ وكذا سنهتم بجانب الدلالة” لهاء أي دراسة كيفية تفسير هذه اللغة. 

تقسم القضايا إلى قضايا ذرية (بسيطة) وقضایا مركبة. القضية 
الذرية هي القضية التي لا يمتل أي جزء منها قضية. أما القضية المركبة 


فيمكن تجزئتها إلى قضايا أخرى تسمى مركباتها. 


1. Syntax 
2 - Semantics 
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كبداية لتكوين لغة رمزية لحساب القضايا سنرمز بواسطة الحروف 
الكبيرة A, В, С,..‏ (ما عدا (Ез T‏ وهذه الحروف ودلائلها 
Aly, А, ..., B,, ۰‏ للتعبیر عن القضایا الذریة ونسميها المتغيرات 


القضائية. 
2.1. دالة النفى Function of Negation‏ 


النفي هي العملية الأبسط على القضايا. يعرف نفي قضية معطاة على 
أنه قضية تكون صادقة إذا كانت القضية المعطاة كاذبة» وتكون كاذبة إذا 
كانت القضية المعطاة صادقة. سنرمز لنفي القضية K‏ بواسطة K‏ ]. يمكننا 
إعطاء التعريف التالي: إذا كانت قضية فان ٤ا‏ | تقرأ (نفي ×)»ء تعتبر 
صادقة إذا كانت K‏ كاذبة وتعتبر 16[ كاذبة إذا كانت K‏ صادقة. أدوات النفي 
بالإضافة إلى (ليس) في اللغة العربية هي أيضا: لم» لاء من الخطأ أن... . 
يعتبر الرمز | رابطا بالرغم من أنه يؤثر على قضية واحدة ولهذا يسمى 
رابطا أحاديا. من المفيد كتابة قيم صدق القضايا في جداول الصدق. جدول 
الصدق K‏ | يكون على الشكل أدناه . 
يتبين من الجدول انه إذا كانت K‏ صادقة» فان 


116 كاذبة فان‎ K تكون كاذبة وإذا كانت‎ ] K 





صادقة» وهكذا يعرف هذا الجدول دالة صدق'۔ 


1 - دالة الصدق هي الدالة التي تتكون مجموعة تعريفها من متتاليات قيم صدق ومستقرها المجموعة ( {Т,Е‏ 
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مجموعة تعریف دالة الصدق هذه هي 


{Т,Е} {Т,Е} 


Ее أما مستقرها فهو المجموعة نفسها‎ ‹{Т,Е} 
Б يمكن التعبیر عن دالة الصدق‎ .{Т,Р} 
هذه كما هو موضح في المخطط‎ 
حيث ۴| يرمز لدالة النفي.‎ 

إذا رمزنا لدالة النفي بواسطة ۱۴ فيكون ۴)۳(=۴|» =١‏ 1۴)۴. 
إن اعتبار النفي کدالة صدق يملك أهمية خاصة لأنه يعني أننا نستطيع تحديد 





قيمة صدق ×| وذلك بمعرفة قيمة صدق القضية المركبة لها >1. 
2 دالة الوصل Conjunctive Function‏ 

إذا ربطت قضیتان بواسطة الرابط (و)ء فالقضية الناتجة تسمی قضية 
وصل هاتين القضیتین. DJ‏ رمزنا بواسطة × للقضية (أحمد داخل الدار) وبا 
للقضية (علي یذاکر دروسه) ورمزنا للرابط (و) بواسطة ۸ء فاننا نستطيع 
كتابة (أحمد داخل الدار وعلي يذاكر دروسه) هکذا L‏ ۸ والذي يقرأ 
K)‏ وصل (Ы‏ تسمی كل من × و L‏ (القضیتین المرکبتین للقضية ا ۸ (K‏ 
بالمعطوفة. 

سنبین الآن كيف تعتمد قيمة صدق K A L‏ على قیم صدق K‏ وا. 
فمثلا القضية التالية: (العدد 2 هو عدد أولي وعدد زوجي) هي قضية صادقة 
لأن كلا من القضيتين المركبتين لها (المعطوفتين) صادقتين. أما القضية: 
(تونس دولة عربية ودولة آسيوية) فهي كاذبة وذلك لأن المعطوفة الثانية 
وهي (تونس دولة آسیویة) كاذبة. يمكننا إعطاء التعريف التالي: 
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إذا كانت K‏ وبا قضيتين فان K A L‏ شمی K (аз)‏ وبا. تعتبر 1 ۸ ۸ 
صادقة فقط إذا كانت القضيتان کلتاهما × وبا صادقتين. أما في الحالات 
الأخرى فتعتبر K ۸ L‏ كاذبة. تسمى K‏ المعطوفة الأولى وا المعطوفة الثانية. 
يعبر عن الوصل أيضا باللغة العربية بكلمات مثل: (لکن)۰ (بالرغم «(ое‏ 
(وأكثر من ذلك) ويمكن وضع تعريف الوصل في الجدول أدناه. 
تعريف قضية الوصل يمكن تعميمه إلى 
أي عدد من القضايا. الوصل : 
Mi ۸ M2 A...A М,‏ والذي عادة یرمز 
له À Mi‏ يكون صادقا إذا كانت كلا من 
0+۳" 





Му, 32,۰.‏ صادقة» ويكون كاذبا إذا كانت معطوفة واحدة على الأقل من 
المعطوفات كاذبة. 

يسمى الرمز ۸ رابطا ثنائيا. جدول صدق قضية الوصل یعرف دالة 
صدق. إن مجموعة تعريف هذه الدالة هي المجموعة : 

{Т,Е}?= {Т,Е}х{Т,Е}= (GT), (Т,Е), (Е,Т), )۴:۶((‏ أو مجموعة 

متتاليات قیم الصدق TT, TF, FT, FF‏ ۰ أما مستقرها فهو المجموعة ЧТ,Е}‏ 
ويمكن التعبير عن دالة الصدق هذه بواسطة المخطط أدناه. إذا رمزنا لدالة 
الوصل بواسطة Af‏ فيكون: 
.Af (T,T) =T, Af (T,F)= Е, Af (FT) =F, Af (F, F) = F‏ 
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إن اعتبار الوصل کدالة صدق يملك أهمية خاصة لأنه يعني أننا 
نستطيع تحديد قيمة صدق L‏ ۸ 1 وذلك بمعرفة قيمة صدق مركباتيها 
K‏ ونآء 
Айз 3.2.1‏ الفصل Disjunctive Function‏ 

الرابط (أو) یستخدم في الحياة اليومية بمعنيين مختلفين: 

1) معنى (العناد غير التام): تعتبر القضية المركبة صادقة إذا كانت على 
الأقل إحدى القضيتين المركبتين لها صادقة. 
2( معنى (العناد التام*): تعتبر القضية المركبة صادقة إذا كانت إحدى 
القضيتين المركبتين لها صادقة ولكن ليس كلاهما. في هذه الحالة نقول أحيانا 
(إما...أو...). إذا استخدم الرابط (j)‏ في القضية (هذا التلميذ كفء أو جاد) 
في معنى العناد غير التام فإن قضية الفصل هذه تكون صادقة إذا كانت على 
الأقل إحدى القضيتين المركبتين لها صادقةء أي إذا كان هذا التلميذ كفء أو 


1 - Inclusive 
2 - Exclusive 
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جاد أو كلاهما: كفء وجاد. ويكون الفصل كاذبا فقط إذا كانت القضيتان 
المركبتان كلتاهما کاذبتین» أي إذا كان (التلميذ غير كفء ومهمل). 

أما إذا فهم الرابط (أو) في القضية (سعد سيكون كيميائيا أو جغرافيا) 
بالمعنى الآخر (العناد التام) فان هذه القضية تعتبر صادقةء إذا كانت إحدى 
المركبتين كاذبة وتعتبر كاذبة إذا كانت المركبتان كلتاهما صادقتين أو 
كاذبتين. الكلمة (ما لم) تعبر كذلك عن فصل العناد التام» مثلا يذهب أحمد 
هذا المساء إلى المسرح ما لم يذهب إلى البحر بعد الظهر. ويسمى فصل 
العناد التام أيضا: الفصل الصارمء يرمز لفصل العناد غير التام (۷) أما 


العناد التام فیرمز له ۷. ویما آننا سنتعامل مع فصل العناد غير التام فسنقول 
قضية فصل ونعني به الفصل غير التام. كما أن اختیارا واحدا سيؤدي إلى 
المحافظة على دقة لغتنا الرمزية. تسمى كل من المركبتين في قضية الفصل 
المفصولة. تعريف فصل العناد التام وغير التام يمكن وضعھما في الجدولين 
أدناه. 
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يمكن تعميم تعريف قضية الفصل إلى أي عدد من القضايا. الفصل 
п‏ 

МІУ М) ۷۰۰۷۷‏ والذي عادة یرمز له V M;‏ يكون صادقاء إذا كانت 
° دز 


واحدة على الأقل من المفصولات ,7,... Mi, M>,‏ صادقة ويكون كاذبا إذا 
كانت جميع المفصولات كاذبة. 

یسمی الرمز ۷ رابطا ثنائيا. جدول صدق قضية الفصل يعرف دالة 
مجموعة تعريف الدالة هي : 

{Т,Е}?= {Т,Е}х{Т,Е}= {(Т,Т), (TP), (FT), (Е,Е)}‏ آما مستقرها 
فهو المجموعة إ1,۴). يمكن التعبير عن دالة الصدق هذه بواسطة مخطط 
الصدق أدناه. 

إذا رمزنا لدالة الفصل بواسطة Vf‏ فيكون: 

.Vf(T,T) =T, Vf (T,F)= T, Vf (E;T) = T, Vf (F, F) = F 
إن اعتبار الفصل كدالة صدق يملك‎ 
نستطيع‎ ЫЎ يعني‎ АЗУ أهمية خاصة‎ 
وذلك بمعرفة‎ K V L تحدید قيمة صدق‎ 


Дай‏ صدق مركبتيها K‏ ورا. 
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Implicative (conditional) دالة الاستلزام (الشرطية)‎ 1 
Function 

غالبا ما نستخدم قضایا مركبة من قضیتین مرتبطتين بواسطة (إذا 
کان...فاٍن...)۰ فمثلا: 
1) 13 کان الرباعي ABCD‏ متوازي أضلاع فإن قطريه AC‏ و80 يكونان 
متناصفين. 
2( إذا كان الجو معتدلا فإن أحمد يذهب لزيارة أصدقائه. 

كل من هاتين القضيتين قد تم الحصول عليها وذلك بوضع (إذا کان) 
قبل الأولى ووضع (فإن) بين القضيتين. وهكذا نسمي )13 كان...فإن...) 
رابطا أيضا. إذا رمزنا بواسطة K‏ إلى (الجو معتدل) وبا إلى (أحمد يذهب 
لزيارة أصدقائه) فان القضية الثانية أعلاه يمكن كتابتها على الشكل: (إذا كان 
K‏ فان (L‏ وإذا رمزنا للرابط (إذا كان...فإن...) بواسطة ә‏ (يستخدم أيضا 
الرمز ت)» فان هذه القضية يمكن كتابتها على الشكل .(K—L)‏ راجت تسمى 
استلزام (شرطية) إلى K‏ و L‏ وتقرأ: (إذا كان K‏ فان (L‏ أو K)‏ تستلزم -(L.‏ 
يسمى K‏ المقدم أما L‏ فيسمى التالي. كذلك نقول : أن K‏ شرط كافي إلى مآ 
(إلى صدق L (L‏ شرط ضروري إلى K‏ (إلى (Коха‏ يمكن وضع كل 
مبرهنة رياضية تقريبا على شكل قضية شرطية وذلك بوضع شرط (معطى) 
المبرهنة بعد )13 كان) ووضع (فإن) بين شرط ومطلوب المبرهنةء أي 
يصبح شرط المبرهنة مقدما ومطلوب المبرهنة تاليا. إن هذا الشكل للتعبير 
عن المبرهنة يسمى الشكل الشرطي. 
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حتی ندرس متی تكون القضية الشرطية صادقة ومتى تكون كاذبة 
سنبدأ من نقطة استخدامها في الحياة اليومية. غالبا ما تستخدم K — L‏ للتعبير 
عن حقيقة أن القضية L‏ تنتج من القضية 1. بعبارة أخرىء Ш)‏ متعودون في 
الممارسة اليومية على وجود علاقة سببية بين оа‏ وتالي القضية الشرطیةء 
ولهذا فان القضايا الشرطية التاليةء مثلا: 
1( إذا كان 2 + 2 = 4 فان القاهرة هي عاصمة مصر. 
2( إذا كان 2 + 2 = 4 فإن دمشق هي عاصمة مصر. 
3( إذا كان 2 + #2 4 فإن القاهرة هي عاصمة مصر. 
4 إذا كان 2 + 2 > 4 فان دمشق هي عاصمة مصر. 
تبدو بدون معنى ومجرد عبث ولكن هذا ليس سببا كافيا لرفض دراستها من 
وجهة نظر دوال الصدق التي هي اكثر شمولا من المعنى الدارج للقضية 
الشرطية في الحياة اليومية. ولكن ماذا يعني أن قضية ما L‏ تنتج من قضية 
أخرى $K‏ إن هذا يعني عادة بأنه إذا كانت K‏ صادقة فان L‏ تكون بالتأكيد 
صادقة أيضا. أما في الحالة المناقضة أي إذا كانت K‏ صادقة وبا كاذبة 
فعندئذ يعتبر القول بانه (من К‏ تنتج L‏ كاذبة) كاذبا. وهكذا فان 
K— L‏ تعتبر كاذبة عندما تكون K‏ صادقة وبا كاذبة. ومن اجل معرفة قيم 
صدق K — L‏ فمن الضروري أخذ K — L‏ عندما تكون K‏ كاذبة. ولتوضيح 
ذلك نستخدم القضية (إذا كان الرباعي ABCD‏ معينا (K)‏ فإن القطرين AC‏ 
BD 5‏ متعامدان (1)). إذا كانت K‏ كاذبة فلا يمكن التاکید أن قطرا ABCD‏ 
يكونان متعامدين. كما لا يمكن التأكيد بأنهما ليسا متعامدين. وفي الحقيقة 
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وکما هو معروف» АЙА‏ توجد رباعيات ليست معينات ولكن أقطارها متعامدة. 
أي أنه توجد حالة تكون فيها K‏ كاذبة L s‏ صادقة ویتوجب اعتبار K — L‏ 
صادقة. كذلك توجد رباعيات ليست معينات وأقطارها ليست متعامدة. أي أنه 
توجد حالة تكون فيها K‏ كاذبة L s‏ كاذبة ويتوجب اعتبار K + L‏ صادقة. 
وحتى نظهر تلك الخواص فإننا نقول» أن القضية الشرطية K — L‏ تكون 
دائما صادقة عندما تكون K‏ كاذبة. 

سنعطي مثالا توضيحيا آخر من الحياة اليومية يناقش قيم صدق القضية 
الشرطية» بسبب أهميتها الكبيرة كما سنری لاحقا وكذلك لأن اغلب مصاعب 
دارس المنطق تعود إلى الفهم غير الدقيق للقضية الشرطية ومع الأسف فإن 
أغلبهم یمتلك فهما ыз‏ لها. 
مثال 

وعد والد ابنه بأنه (إذا نجح في الامتحان فإنه سیستلم هدية منه). 

يمكن أن نعبر عن هذا الوعد على شكل استلزام L‏ ج × وذلك باخذ (نجح 
الابن في الامتحان ((K)‏ هو المقدم و(الابن يستلم من الوالد هدية ((L)‏ هو 
التالي. الآن لنفرض أنه: 
1( الابن تجح في الامتحان» أي أن K‏ صادقة والابن استلم الهدية من الوالدء 
L‏ صادقة. في هذه الحالة يكون الوالد قد صدق (وفى) بوعده أو أن .1 ج ک1 
صادقة. 
2( الابن نجح في الامتحان» أن K‏ صادقة والابن لم يستلم الهديةء L‏ كاذبة. 
في هذه الحالة لم يف الوالد بوعده (كذب) أي أن K — L‏ كاذبة. 


29 


3 الابن لم ینجح؛ أي أن K‏ كاذبة والابن استلم الهدية» L‏ صادقة. هنا الوالد 
قد وفى بوعده أيضاء أي أن با ج × صادقة. 
4( الابن لم ينجح في الامتحان» أي أن K‏ كاذبة والابن لم يستلم الهدية» L‏ 
كاذبة. هنا الوالد قد وفى بوعده L‏ ج K‏ صادقة. 
آخذين بنظر الاعتبار ما أوردناه أعلاه فإن جدول الاستلزام يكون على 
الشكل أدناه. يتبين من الجدول أن الاستلزام L‏ ج × يكون كاذبا فقط عندما 
تكون K‏ صادقة و1 كاذبةء وفي الحالات الباقية فان K— L‏ تكون صادقة. 
لقد جرت العادة على إعطاء هذا الاستلزام اسم (الاستلزام المادي). 


يسمى الرابط ج رابطا ثنائيا. جدول 






صدق الاستلزام يعرف دالةء ومجموعة 
تعريف الدالة هي: 
{Т,Е}г= {Т,Е}х{Т,Е}‏ 

={(T,T), (Т,Е), (Е,Т), (Е,Е)) 


أما مستقرها فهو المجموعة إ1,۴). 
يمكن التعبير عن دالة الصدق هذه 
كما هو موضح في المخطط حيث Те‏ 


يرمز لدالة استلزام. 
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يمكننا التعبير عن Айз‏ الاستلزام 1۴ كما يلي : 
ЛЕТ Т) =Т, T£(T,P)= Е, ЇГ(Е,Т) = Т, ЇГ(Е,Е)=Т‏ 
إن اعتبار الاستلزام كدالة صدق يملك أهمية خاصة АЗУ‏ يعني ШЇ‏ 
نستطيع تحديد قيمة صدق L‏ ج K‏ وذلك بمعرفة قيمة صدق مركبتيها .L s K‏ 
وبعبارة آخری؛ فان قيم صدق L‏ ج K‏ تعتمد تشد فقط على ой‏ صذق >1 وقیم 
صدق .L‏ 
1 دالة الاستلزام الثنائي Biconditional Function‏ 
القضية المركبة: (الرباعي ABCD‏ يكون متوازي أضلاع إذا فقط إذا 
كان (ВС = AD s CD = АВ‏ تكون صادقة إذا كانت مركبتاهاء أي القضية 
(الرباعي ABCD‏ يكون متوازي أضلاع (K)‏ والقضية CD = АВ)‏ 
((L) 80 = AD 5‏ كلتاهما صادقتان أو كلتاهما كاذبتان. 
القضية المركبة المتكونة من قضيتين K‏ وبا وبينهما الرابط (إذا وفقط 
إذا كان) تسمى الاستلزام الثنائي ويرمز له بواسطة L‏ جه K‏ حيث يعبر 
الرابط ө‏ عن (إذا وفقط إذا كان) وهذا جدول صدق الاستلزام الثنائي. 
یتم برهان القضية المركبة أعلاه وذلك ببرهان ЫЕ‏ 
المبرهنتين المتعاكستين: (إذا كان الرباعي 
ABCD‏ متوازي أضلاع فإن CD = AB‏ 
وھ = (ВС‏ و(ذا كان СЮ = АВ‏ 
BC = Ар;‏ فان الرباعي ABCD‏ يكون 
متوازي أضلاع). 
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وهكذا فإن المبرهنتين المتعاکستین يمكن كتابتهما على الشکل: (إذا 
کان ا فان (L‏ و(إذا كان L‏ فان کا). باستخدام الروابط تكتب ЖА‏ : 
(K> L)A (L ә К)‏ 
نستطيع بواسطة الجدول تبيان أن قضية الوصل هذه والاستلزام 
الثنائي L‏ ج> K‏ لهما قیم الصدق نفسهاء أي أن لهما المعنى نفسه والجدول 
يبين ذلك أدناه. 


(KƏL)A 
' 
Tho T T T T 





مثال 
النقاط В, С,‏ ,۸ تكون على استقامة واحدة إذا وفقط )13 كانت المسافة من А‏ 

إلى C‏ تساوي مجموع المسافتين من ۸ إلى 8 ومن 8 إلى ©. 

يسمى الرابط ө‏ رابطا ثنائيا. جدول صدق الاستلزام الثنائي يعرف 
دالة ومجموعة تعريف الدالة هي: 

{Т,Е}?= {Т,Е}х{Т,Е}= ((T,T), (Т,Е), (Е,Т), (F,F)) 

أما مستقرها فهو المجموعة .{Т,Е}‏ يمكن التعبير عن دالة الصدق هذه 

بواسطة مخطط الصدق أدناه. 


32 


إذا رمزنا لدالة الاستلزام الثنائي بواسطة f‏ 1 فيكون: 
=T, }Ї(Т,Е)= Е, £f (Е,Т) =F, f (F, F) =‏ (1)1:1. 
إن اعتبار الاستلزام الثنائي کدالة صدق يملك أهمية خاصة لأنه يعني 
أننا نستطيع تحديد قيمة صدق اجه K‏ وذلك بمعرفة Ал‏ صدق مركبتيها К‏ 


وبا. وبعبارة أخرى؛ فان ой‏ صدق K ө L‏ تعتمد Ый‏ على قيم صدق K‏ 





1 6 دالة الشطب (نفي الوصل) Stroke (Non-‏ 


Conjunctive) Function 
تتكون قضية مركبة من قضيتين وذلك باستخدام الرابط (إما لا...أو‎ 
والذي يسمى (الشطب) أو (نفي الوصل) ويرمز له )|( ويعرف هذا‎ )...۷ 
الرابط بواسطة الجدول أدناه.‎ 


يتبين من الجدول أن K|L‏ تكون CIE‏ 
كاذبة فقط إذا كانت × وآ 
صادقتين معا. مثال: نأخذ القضيتين: 
أحمد طالب مجد. 





أحمد يبدد وقته هباءا. 
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لنكون قضية باستخدام رابط نفي الوصل: (إما أن أحمد طالب ليس 
مجد أو أن أحمد لا يبدد وقته هباء). هذه القضية تفيد بأنه: لا يمكن أن يكون 
أحمد طالبا مجدا ويبدد وقته هباء في نفس الوقت. إن قضية نفي الوصل 
تكون كاذبة في حالة صدق القضيتين المركبتين لها. 

يسمى الرابط | رابطا ثنائيا. جدول صدق قضية نفي الوصل يعرف 
دالة مجموعة تعريف الدالة هي: 

{Т,Е}?= {Т,Е}х{Т,Е}= (ТТ), (T,P), (Е,Т), (Е,Е)} 

آما مستقرها فهو المجموعة (۲,۳). يمكن التعبير عن دالة الصدق هذه 
بواسطة مخطط الصدق أدناه» حيث يرمز ۴| لدالة نفي الوصل. 
يمكننا التعبير عن لدالة نفي الوصل [г‏ كما 
يلي : 
=Т, ۱۶۴,۱۳۲‏ (۱۲)۶۳ ,5 د( ؟ | , 
f(T,T) =F‏ | 
إن اعتبار نفي الوصل کدالة صدق يملك 





قيمة صدق K |L‏ وذلك بمعرفة قيمة صدق مركبتيها کا و۔1. وبعبارة «е А‏ 


فان قیم صدق |L‏ × تعتمد فقط على aš‏ صدق × وقیم صدق .L‏ 
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1. 7 دالة النفي المشترك (نفي الفصل) Joint-Denial (Non-‏ 
Disjunctive) Function‏ 
تتكون قضية مركبة من قضيتين وذلك باستخدام الرابط (لا...ولا) 
والذي يسمى (النفي المشترك) ويرمز له (4) ويعرف هذا الرابط بواسطة 
الجدول أدناه. 
он‏ من الجدول أن K + L‏ تكون 
صادقة فقط إذا كانت K‏ و[ كاذبتين 
Ља‏ 
مثال: لنأخذ القضیتین السابقتين ونكون 
منهما القضية التالية: 
أحمد ليس طالبا مجدا واحمد لا يبدد 
وقته هباء. 








هذه القضية تكون صادقة فقط إذا كانت القضيتين اللتين تتكون منهما كاذبتين. 

يسمى الرابط + رابطا ثائيا. جدول صدق قضية نفي الفصل يعرف 
دالة مجموعة تعريف الدالة هي: 

{Т,Е}= {Т,Е}х{Т,Е}= {(Т,Т), (Т,Е), (Е,Т), (Е,Е)} 

Lj‏ مستقرها فهو المجموعة .{Т,Е}‏ يمكن التعبير عن دالة الصدق هذه 
بواسطة مخطط الصدق أدناه. 
إذا رمزنا لدالة نفي الفصل بواسطة И‏ فيكون: 
=F, f (T,P)= F, ۶ (FT) = Е, ۷۲ (F, F) = T‏ (1,1) ]۰ إن اعتبار نفي 
الفصل كدالة صدق يملك أهمية خاصة АЗУ‏ يعني أننا نستطيع تحديد ААА‏ 


صدق ٤ L‏ وذلك بمعرفة قيمة صدق مرکبتیها K‏ وآ. وبعبارة آخری؛ 
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فان قیم صدق КП,‏ تعتمد فقط علي قیم صدق K‏ وقيم صدق -L‏ 








إن عدم انتشار استخدام كل من الرابطين | و 4 يعود إلى تعقيد وطول 
استخدامهاء فمثلا إذا أردنا كتابة راجت بواسطة Ый}‏ فإننا نحصل على : 

((KYK) + ((L +L) ¥ (LY L) + ((K ¥ K) ¥ ((L 4 L) 4 (L +L))) 
اللغة الرمزية لحساب القضايا‎ 71 


تستخدم الحروف Z‏ ,لا x,‏ في رموز اللغة الرياضية للتعبير عن 
المتغيرات العددية. كذلك تستخدم الرموز + ,× ,- ,+ للتعبير عن العمليات 
على الأعداد. فمثلا الرمز + يعني إضافة ما يسبقه إلى ما هو بعده. وبالمثل 
يحدث بالنسبة لبقية هذه الرموز وإذن فهي ثوابت. تستخدم كذلك الحروف 
A, B, C, ...‏ في نظرية المجموعات للتعبير عن المجموعات كمتغيرات. 
وتستخدم الرموز ... ,دا ہہ للتعبير عن العمليات على المجموعات. فمثلا 
الرمز © يعني تقاطع المجموعة التي تسبقه مع المجموعة التي بعده. وبالمل 


يحدث بالنسبة إلى بقية الرموز. هذه الرموز إذن ثوابت. 
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بشکل مشابه نرى متغيرات وثوابت في لغة حساب القضايا. الحروف 
A, В, C,...‏ وهذه الحروف ودلائلها Ay...‏ ,4 والتي تختلف عنها وذلك 
لتشكيل حروف إضافية للتعبير عن المتغيرات القضائية. تتكون ثوابت اللغة 
الرمزية هذه من رموز الروابط <> У, э,‏ ,۸ . وأخيرا تستخدم 
الأقواس)؛( للتجميع. باختصار نستطيع أن نمثل لغة حساب القضايا بمجموعة 
الرموز التالية: (),( رجه رجہ A, V,‏ | ,...رية {А, В, „Аз,‏ 

إذا رمزنا لمجموعة رموز المتغيرات القضائية بالرمز Р‏ فان مجموعة 
رموز حساب القضايا تصبح': 

PU(]A,V, > (ہ‎ u ()() 

لقد وضعنا القوسين ( ,( في مجموعة لوحدهما لاختلافهما عن 
المجموعتين الأخريتين. 


Syntax (Grammer) of languge 35) تركيب (نحو)‎ 4 1 
for prepositional calculus حساب الق انا‎ 


(قواعد بناء الصیغ) 
لقد حصلنا من المتغیرات القضائية على تعبيرات أكثر تعقيدا (مركبة) 
وذلك باستخدام الروابط وكانت على الشكل : 
L‏ جه K AL, КУК, K > L, K‏ . ويمكننا أن نشكل من کل 
منها: نفي» وصل؛ فصلء استلزامء استلزام ثنائي مثلا : 


! Соп, R. Mathematical Logic, Oxford University Press, 2000. 
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L) > M‏ جه КАЛІ, (K A L) V M, (K Ə JAM, (K‏ وبنفس 
الطريقة يمكننا من هذه الأخيرة الحصول على تعبيرات أكثر تعقيدا عندما 
تحتوي على رموز أكثر وهكذا. مثل هذه التعبيرات سواء كانت بسيطة أم 
معقدة سنسميها صيغا. إن مفهوم الصيغة هذا يتعرف بواسطة قواعد بناء 
الصيغ التي تبين كيفية بناء الصيغ في حساب القضاياء ابتداء بالمتغيرات 
القضائية» وبربط هذه المتغيرات بالروابط والأقواس. 

سوف نستخدم الحروف اليونانية ...,8,1,6,© وهذه الحروف ودلائلها 
ou, 02...,а, 2...‏ للتعبير عن АЙ‏ صيغةء فمثلا نستخدم الصيغة 0 
لتعوض الصيغة K‏ ¿ لتعوض L) + M‏ ج> کا) و0 A‏ 0 لتعوض : 

علا ۸ L) > M)‏ جه (K‏ . بهذه الطريقة نصل إلى تركيب (نحو) لغة 
حساب القضايا الذي به نعرف ما نسميه صيغ حساب القضايا وذلك بواسطة 
القواعد التالية لبناء الصيغ وهي: 
(1) كل متغير قضائي يكون صيغة. 
)2( إذا كانت » و 8 صیفتان فان كلا مما يأتي يكون صيغة. 

Ло, (а А B), (e. V В), (z — В), (a © B) 
أي تتابع آخر من الرموز لا يكون صيغة.‎ (3) 

يتم تكوين الصيغ المركبة من الصيغ البسيطة بواسطة تكرار تطبيق 
القاعدة (2). وهكذا فمثلا بواسطة القاعدة )1( نرى أن × وبا صيغتان. 
وينتج عن هذا وبواسطة القاعدة )2( أن (K ۸ L)‏ صيغة. وإذن بواسطة 
القاعدة )2( أيضا تكون (КАШ)‏ | صيغة. كمثال آخرء فإنه بواسطة القاعدة 
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)1( تكون K‏ صيغة وبالتالي وبواسطة القاعدة )2( تكون ×1 صيغة ومرة 
أخرى بواسطة )2( تكون ×1 [ صيغة (نستطيع الاستمرار بإضافة رمز 
النفي بالعدد الذي نرغبه) وفعلا فان 1111111٤‏ تكون صيغة. 

نلاحظ أن القاعدة (2) تشترط في كل مرة ندخل فيها أحد الروابط 
الثنائية (أي أحد الروابط: ۰۸ ۷ء ج (ө‏ ندخل أيضا بالمقابل زوج من 
الأقواس وهكذا تكون مثلا (K ۸ ]L)‏ صيغة بينما K A] L‏ ليست صیغةء لکن 
زوج من الأقواس يحصر كل شيء آخر في الصيغة لا يكون في الحقيقة 
ضروريا لجعل معنى الصيغة أكثر وضوحا. وهكذا فسنتبنى طريقة نحذف 
بواسطتها الأقواس الخارجية أحيانا في حالة عدم وقوع التباس. إن حذف 
الأقواس الخارجية هو الانحراف الوحيد عن قواعد بناء الصيغ الذي نسمح 
به. وهكذا فسنكتب (K @ L) М‏ عوضا عن «(Кк L) + M)‏ 

نشير إلى أن الحروف اليونانية ...,8,0,8, وهذه الحروف ودلائلها 
оц, 02...,]31 82...‏ ليست من اللغة الشيئية А)‏ حساب القضايا) وإنما من 
ما وراء لغة! حساب القضاياء وهي اللغة التي تشرح لغة حساب القضايا. 

إن القواعد الثلاثة أعلاه تمكننا من التمييز بين تتابع الرموز الذي يكون 
صيغا والتتابع الذي لا يمثل صيغة. 
مثال: 
كل تتابع من الرموز مما يأتي لا (а‏ صيغة K ۰16 ¬+ A L‏ + با ) .KV‏ 


1 - Metalanguage. 
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الكثير من المناطقة یستخدمون مصطلح (الصيغة الجيدة التكوين) مقا 
(الصيغة) الذي استخدمناه نحن من اجل الاختصار. 

إن الفرق بين تتابع الرموز الذي يمثل صيغة والذي لا يمثل صيغة 
يشايه الفرق بين الكلمات والجمل المقامة حسب قواعد النحو أو التركيب في 
لغتنا العربية وجمل تتابع الحروف التي ليس لها معنی مثل (الارض من على 
أحمد يكون). ويحدث أحيانا أن نجد صعوبة في التفريق في الجمل ذات 
المعنى والجمل عديمة المعنى في اللغة العادية ولكننا نستطيع بدقة التفريق 
بين التتابع الذي يمثل صيغة والتتابع الذي لا يمثل صيغة في المنطق. 

Tree of Formula شجرة الصيغة‎ 81 

إن قواعد بناء الصيغ تحدد كيفية بناء الصيغ من المتغيرات القضائية 
ولهذا نستطيع بناء (شجرة) لكل صيغة انطلاقا من المتغيرات القضائية. 

مثال: سنبني شجرة الصيغة (КеөУ(КАМ)—> 1М)‏ 


4 (K +L) V((K A M) + IM) 

2 |, КАМ лм 
ТАЕ 

1 K LK M 
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المستوى )1( من الشجرة یؤلف المتغیرات القضائية وكل مستوى آخر 
قد تم الحصول عليه بواسطة تطبيق القاعدة (2) من قواعد بناء الصيغ على 
الصيغ التي تقع في المستوى السابق له أو إعادة كتابة نفس الصيغ التي تم 
تشكيلها سابقاء فمثلا الصيغة L‏ جه × على المستوى 2 قد تمت إعادة كتابها 
على المستوى (3). 


1. 6 تمارين 

(j)‏ حدد القضايا الذرية ثم ترجم إلى اللغة الرمزية لحساب القضايا مما يأتي: 
1) ذهب أحمد وعلي إلى المكتبة. 

2( المثلث ABC‏ قائم الزاوية ومتساوي الساقين. 

3) احمد يذهب إلى المدرسة لکن علي لا يذهب. 

4( العدد а‏ آکبر من ط أو العدد b‏ أكبر من 2. 

5) يسافر سالم إلى بيروت أو يبقى في داره للراحة. 

6 13 کان المستقيم а‏ عموديا على с‏ والمستقيم b‏ عموديا على а Оё c‏ 
يوازي b‏ أو ۾ لا يوازي 1. 

7( تتدمر الحضارة البشرية إذا اندلعت الحرب الذرية. 

8( 13 كان 0 < ده فان 2<0 و 0< ط أو 2>0 و0>ط. 

9( إذا كان 0> ده فان 2<0 و 0>طأو за<0‏ 0 <ط۔ 


10( ع > طا إذا وفقط إذا كان ->ع-. 
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]13(11 کان مقیاس المنطق صعباء فان أحمد وفاطمة ينجحان فيه 15 وفقط إذا 


(ш)‏ لتكن 

:К‏ أحمد یحضر الاجتماع. 

:L‏ علي يحضر الاجتماع. 

۷: خلود تحضر الاجتماع. 

ترجم إلى اللغة العادية کل من الصيغ التالية: 

көм (3 мэ | (2 кэт (1 


(К MV (IM (ا‎ (5 (KVD-M(4 


(G)‏ آتشی جدول صدق کل من الصيغ التالية: 


(K V L) + (L V K) (2 11× )ع‎ 
(K—L)A IL 4 (KVL) +> (кл 11) (3 
(K+(lL+M))6((KAD¬+M) (6 (K+ L) + (]K v D (5 


)3( ب بين أن كل زوج من الصيغ التالية لهما نفس قيم الصدق: 
AKVID) G KALLAK 2 6, )۱‏ (1 106۸ 


( 
К» ,را‎ KVL(5 106۷ D, (IKA ID (4 
K—(L— M) ,) ۸ L) > M (6 
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(ه) أنشئ شجرة كلا من الصيغتين التالیتین: 

TKKAL) V (M > L)) A (K + (LV 1M)) (2 (KAL) 1ج‎ (1 
تعبر عن القضايا التالية:‎ M +L «К (و) لتكن‎ 

: 23 > 8 :6 4 - 20 81: 9 عدد فردي 

حدد فيما إذا كانت كل من الصيغ التالية صادقة أو كاذبة بعد ترجتها إلى 
اللغة العادية. 


«КУШАМ د)‎ 1.5 IK ج)‎ + LAM ا1۴۷ عب)‎ (i 


(ز) برهن باستخدام جداول الصدق أن كلا من أزواج الصيغ التالية لها نفس 
قيم الصدق : 

lk, (кую) (Í 

(KAD), (КУК) 1 (L + L) ب)‎ 

11>, (K|K) (z 

(кугы(К [кә а) G 


(ج) لتكن К‏ و .ا تعبران عن قضایا صادقة و M‏ ول تعبران عن قضايا 
كاذبة. 

حدد قيمة صدق كل من الصيغ التالية : 

К л Ммм) )4 ۰10:۷ ۸۷3 «Kv 0 (2: 1۱ 
Тамм) جہ‎ м6 ے1٦‎ v](K ۸0 (5 
1клуө (IK v ]L)(8 ۰ (K جه‎ L) > (L — 0 
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(Ш)‏ باستخدام قواعد بناء الصیغء حدد فيما إذا كان كل مما يأتي يمثل صيغة 
في حساب القضايا. وضح إجابتك. 

KVL) )5 ‹ (куШ )4 KL G ١ (Пк)(2. ТПК 
к> м (8 ‹ (К) + (زا‎ )7 ۰ (K^ با[‎ (6 
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الفصل الثاني 


Natural Deduction of الاستنتاج الطبيعي لحساب‎ 
propositional calcalus القضایا‎ 


لقد سمينا الاستنتاج هنا بالطبيعي بسبب قربه من طريقة إقامة الدلیل 
التي يقوم بها الناس وعلى وجه الخصوص في المجالات القانونية» العلمية 
والفلسفية وتكون أقرب إلى طريقة الرياضيين في برهان المبرهنات. 

طريقة الاستنتاج الطبيعي عبارة عن مجموعة من قواعد الاشتقاق؛ أما 
المفهوم المركزي فيها فهو مفهوم البرهان الصوري وهي طريقة تركيبية! 
بحتة. فمن الممكن التحقق من صحة البرهان الصوري بدون الرجوع إلى دلالة 
الرموز الداخلة في هذا البرهان. ولكن إثبات هذه القواعد يكون دلاليا وهذا ما 
سنبينه في الخمس الأولى منها. سندرس أيضا أنواع البراهين الصورية ولنبدأ 
ببعض التعاريف المرتبطة بهذا المفهوم. 
2 أنواع الصيغ 
1 الصيغة التکر ارية Tautology‏ 

تكون الصيغة تكرارية إذا كانت صادقة من أجل جميع قيم الصدق 
الممكنة لمتغيراتها القضائية. 
مثال: كل من الصيغتين التاليتين تكون تكرارية: .K ۷ ]K КАЛК)‏ 


! - Syntactic 
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10۸10 
T| F T T‏ 
F|] T T T‏ 
يتبين من الجدولين أن كلا من ×| ۷ ]K) K‏ 0۸ [ تكون صادقة 
لجميع قيم الصدق الممكنة لمتغيرها القضائي .×K‏ وهكذا فهما صيغتان 
تكراريتان. 
الصيغة ×1 ۷ K‏ تسمى قانون الثالث المرفوع والذي ينص في المنطق 
التقليدي (ثنائي القيمة) كما يلي : 
تكون القضية صادقة أو كاذبة وليس شمة أمرا ثالثا. أما الصيغة الثانية 






(K A ]K)‏ ] فتسمى عادة قانون عدم التناقض والذي ينص على أن القضية لا 

يمكن أن تكون صادقة وكاذبة في نفس الوقت. 

2. الصيغة المتناقضة Contradiction‏ 
تسمى الصيغة متناقضة إذا كانت كاذبة من أجل جميع قیم الصدق 

الممكنة لمتغيراتها القضائية. 


مثال: الصيغة التالية متناقضة: (L VK))‏ جه =]((K V L)‏ ه 
او واس ۳ 


1 
т 
1 
Е 
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يتبين من الجدول أن ((K V L) ө (L V K)‏ | تكون كاذبة لجميع قيم 
الصدق الممكنة لمتغيراتها القضائيةء أي أنها صيغ متناقضة. 
3. الصيغة العارضة Contingency‏ 
بالإضافة إلى الصيغ التكرارية والصيغ المتناقضة فإنه يوجد نوع ثالث 
من الصيغ والتي هي ليست تكرارية ولا متناقضة وتسمى الصيغ العارضة. 
تسمى الصيغة عارضة إذا كانت صادقة من أجل بعض قيم الصدق 
الممكنة لمتغيراتها القضائية وكاذبة من أجل قيم أخرى. 
مثال:الصيغة التالية عارضة: (K VL)—> M‏ 











2 أن ب ب چم ود وہ رد بد 
тас‏ و بم باد د 
ے أب ب ب ہے ہے ہہ و يد 





т 
Е 
T 
F 
T 
F 
T 
T 


يتبين من الجدول أن (K V L) Ə M‏ تكون صادقة لبعض قیم الصدق 
لمتغيراتها القضائية وكاذبة لقیم أخرى. 

سوف ندخل طريقة أخرى لكتابة جداول الصدق. وتعتبر هذه الطريقة 
الأسهل عند كتابة جداول الصيغ المعقدة. المثال أدناه يوضح هذه الطريقة. 
مثال: لننشئ جدول صدق الصيغة (K — DA 11( + ]K‏ 
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نلاحظ أنه قد تم إنشاء الجدول حسب الخطوات التالية: 
أولا: إنشاء أعمدة قيم الصدق الخاصة بالمتغيرات القضائية وهي الأعمدة 
(0)ء (۰)2 )3( (4). 
ثانيا: إنشاء أعمدة قیم الصدق الخاصة بروابط المجال الأضيق من اليسار إلى 
اليمين» وفي هذه الحالة يكون الرابط — هو الأول (العمود (5)) في حين يتلوه 
الرابطان الآخران الدالان على النفي (العمودان (6) و(7)). 
ثالثا: إنشاء جدول قيم الصدق الخاصة بالروابط الأخيرة الباقیة التي تؤدي 
وظيفتها ابتداء من المجال الأضيق إلى المجال الأوسع؛ حيث أنشأنا قیم صدق 
الرابط ۸ بين L)‏ ج ) وا1 (العمود (8))ء وأخيرا نكمل الجدول بإنشاء 
الرابط الخاص بأوسع مجال وهو — (لعمود (9)) الذي يقع بين 
D) ۸ |)‏ ج (К‏ على يساره و )| على يمينه. 

نلاحظ أن العمود الرئيسي في جدول الصدق وهو عمود الرابط ذي 
المجال الأوسع (أو الرابط الرئيسي) يحتوي على قيمة الصدق 7 فقط وبالتالي 
فإن الصيغة المعطاة في المثال هي صيغة تكرارية. 
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2 العلاقة (ينتج) والعلاقة (يكافئ) 

لقد ناقشنا في الفقرة (4.2.1) العلاقة (ینتج) بین القضایا وسنقوم الأن 
بإعطاء تعريف لها بين الصيغ. 

نقول بأنه من الصيغة а‏ تنتج الصيغة 8 إذا كانت В‏ ج а‏ صيغة 
تكرارية. وللتعبير رمزيا بأنه من » تنتج 8 نكتب: В‏ >= ». 
مثال: لناخذ زوجي الصيغ التالية : KAL‏ ,مآ ۷ 1و با ه ‏ با جه >1 
ولنبني الجدول التالي : 





يتبين من الجدول أنه إذا كانت L‏ ج> К‏ صادقة فان L‏ ج K‏ صادقة 
أيضا وهكذا فان (К — L)‏ ج (К Ə L)‏ تكون صادقة دائما أي ЫЙ‏ صيغة 
تكرارية. ولهذا يمكننا القول أنه» من K @ L‏ تنتج L‏ ج Ч.К‏ بالنسبة إلى 
L‏ ۷ و ,1 ۸ ٤ا‏ فیتبین من الجدول أنه على السطرين ۰2 3 فان КУ‏ 
صادقة ولكن K ۸ L‏ كاذبة وهكذا فان (K ۸ L)‏ ج VL)‏ ) ليست تكرارية 
ونقول أنه من L‏ ۷ × لا تنتج КА L‏ يتبين من الجدول أنه: من KOL‏ لا 
تنتج K ۷ L‏ وكذلك من L‏ ج> K‏ لا تنتج КЛЕ‏ 

یحدث غالبا أن تنتج قضية من قضیتین أو أكثرء لناخذ المثال أدناه. 
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من القضيتين: 
1) إذا كانت الأرض تدور حول الشمس فإن الأرض تتحرك. 
Б]‏ 
2( الأرض تدور حول الشمس. 
نقول بأنه تنتج القضية: الأرض تتحرك. 

سنقوم الآن بتعمیم مفهوم العلاقة (ينتج) إلى أي эзе‏ من الصیغ حسب 
التعريف التالي: 

نقول بان الصيغة бай В‏ من الصیغ مه ,... ,002 ол,‏ إذا كانت 
В‏ +(م۸... ده ۸ (ca‏ صيغة تكرارية. بشکل خاصء إذا كانت В‏ نفسها 
تكرارية فإنها تنتج من مجموعة خالية من الصيغ. 
مثال: الصيغة K‏ | تنتج من الصيغتين L‏ [ وبا — K‏ وذلك لان 
(KS DA] +K‏ صيغة تكرارية. 

نقول بأن الصيغة » تكافئ p‏ (أو أنهما متکافثتان) إذا كانت ۵ جه в‏ 
صيغة تكرارية. رمزيا نكتب В‏ ». 
مثال: الصيغة ۸|1 × تکافی (ا ](K—‏ لأن )K۸[ 1(>+ ](KƏL)‏ صيغة 
تكرارية. الجدول التالي يبين هذا التكافؤ : 
КА]‏ 

T|T 


(Кә) (K+L) (K A ÍL) 
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نستطيع الان برهان المبرهنتين التالیتین: 
Ма ма‏ 

إذا كانت ,8 ى به ол, Вл)‏ صیغتان) فان ,8 >= ол зол‏ د رق . 
البرهان 

ہما أن у‏ ص Ова‏ بم جه » صيغة تكرارية. أي أن قيم صدق ره 
تساوي قيم صدق ,1 من أجل جميع قيم الصدق الممكنة للمتغيرات القضائية 
المكونة إلى به و 8. وهذا يعني أن ,8 ج ب» صيغة تكرارية ویالمتل 


© + صيغة تكرارية» وهكذا يكون ,۵ >= »وه Ва»‏ 

مبرهنة: 
إذا كانت رم = Go‏ رم فان ر8 جه . 
البرهان مماثل للبرهان السابق. 


Agrument Form and صورة الحجة وبرهان صحتھا‎ 3 2 
Proving its Validity 


صورة الحجة هي مجموعة منتهية من الصيغ إحداها تسمى نتيجة 
والأخريات تسمى مقدمات. 

كذلك یمکننا أن نقول أن صورة الحجة هي متتالية من الصيغ 
,ا ,...,00 ,ا ء حيث ر.مه,.. .رده Ол,‏ هي المقدمات وم» هي النتيجة. 

تكون صورة الحجة صحيحة إذا كانت النتيجة صادقة عندما تكون جميع 
المقدمات صادقة أو أن B‏ ج (مه ۸...۸ Л оз‏ ) صيغة تكرارية. أي أن 


(В من هو يه وإلى م تنتج‎ ж) رہ‎ A оо A...A مہ‎ => B 


51 


صورة الحجة الصحيحة التي مقدماتها مم....,ده ,ره ونتيجتها В‏ نکتبها 
л‏ 8-إمه,...,يه со,‏ الرمز م يقرأ (يقرر) والذي يرمز لكلمة (إذن) 
التي تفصل المقدمات عن النتيجة. هذا الرمز ليس من لغة حساب القضايا وإنما 
ينتمي إلى ما وراء اللغة الخاصة بحساب القضايا. وهكذا فالرمز -] يقرر أن 
النتيجة В‏ التي على يمينه تنتج من المقدمات التي على يساره فقط. إذن صورة 
الحجة في الفقرة )1.1( يمكن كتابتها على الشکل .KƏLK|—L‏ 

نبين الآن كيفية استخدام جدول الصدق لبرهان صحة صورة حجة 
مقدماتها ор...‏ ,ره ونتيجتها В‏ . سنبين ما نريد وذلك بانشاء جدول 
مختصر يبرهن صحة صورة الحجة إذا كانت جميع الأسطر التي تكون فيها 
كل المقدمات صادقة فيجب أن تكون فيها النتيجة صادقة أيضا. إن هذا يكفي 
لبرهان أن ә B‏ (مه ۸...۸ ده Л‏ ہم) صيغة تكرارية» لأنه في حالة کون 
إحدى معطوفات المقدم (أي م»,....يه (ол,‏ تكون کاذیة على الأقل» فان هذا 
يكفي لان يكون المقدم مه ۸...۸ ар ۸ о;‏ كاذبا وبالتالي تكون 
G.) ә B‏ ۸...۸ ده (ол Л‏ صادقة. ولهذا وكما سنفعل في المثال أدناه سنقوم 
في الاستمرار بإيجاد قيم الصدق من المقدمات في كل سطر على التوالي عندما 
تكون المقدمات صادقة وسنتوقف عن هذا الإيجاد عند ظهور أول قيمة 7 
لمقدمة على السطر وذلك لأن هذا يكفي كما أسلفنا لأن تكون : 
ал) — B‏ ۸۰۰۸ يه (од A‏ صادقة. 
مثال 
سنبرهن صحة صورة الحجة التي مقدماتها: 
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(K > L) V 1۸۸, os: K‏ :يه o: M V ] K,‏ ونتيجتها L‏ :۵ وذلك بانشاء الجدول 
المختصر أدناه. 


M ات‎ аар م)‎ A وہ‎ Л a3) > 





= 











түт T 
1 | ۴ Р T 
FIT Т F T 
F|F| F T 
TI|T| T T F T 
1 | Т T F T 
۳۲ | 1۲ | T T F T 
F|F| T T F Т 





نلاحظ من الجدول أن السطر1 هو الوحيد الذي فيه المقدمات صادقة 
وعلى نفس السطر يقابلها نتيجة صادقة. أي أنه لا يوجد أي سطر تكون فيه 
المقدمات جميعها صادقة والنتيجة كاذبة. إذن صورة الحجة صحيحة. ولتطبيق 
ما ذكرناه حول برهان صحة صورة حجة في هذه الفقرة على هذا المثال» قمنا 
بإضافة العمود الأخير حيث نلاحظ أن الصيغة оз) + В‏ 2۸ ۸ ) : 
1( تكون على السطر الأول صادقة OY‏ جميع المعطوفات (оц, оу, аз)‏ 
صادقة والنتيجة صادقة أيضا. 
2( تكون على السطر الثاني صادقة لن المعطوفة الأولى من مقدمها كاذبة. 
3( تكون على السطر الثالث صادقة لان المعطوفة الثانية من مقدمها كاذبة. 
4( تكون على السطر الرابع صادقة لان المعطوفة الأولى من مقدمها كاذبة. 
5( تكون على السطر الخامس صادقة لن المعطوفة الثالثة من مقدمها كاذبة. 
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وهكذا يمكن ملاحظة أنه على جميع الأسطر АШЫШ‏ تكون الصيغة 
В‏ جر مه ۸ يه ۸ (ор‏ دائما صادقة من أجل جميع ай‏ الصدق الممكنة 
لمتغيراتها القضائية K, 1, M‏ أي أنها صيغة تكرارية. وإذن : 

هم مر 02 C1,‏ . 


Proving Invalidity of برهان خطأ صورة حجة‎ 4 2 
Argument Form 


للتحقق من أن صورة حجة ما صحيحة نقوم باستخدام الجدول والتحقق 
من أنه عندما تكون جميع مقدمات الحجة صادقة فإن نتيجتها تكون صادقة 
أيضا. أما للتحقق من خطأ صورة حجة ما فإنه يكفي وجود سطر واحد على 
الأقل تكون فيه جميع المقدمات صادقة ولكن النتيجة تكون كاذبة. ولهذا سنقوم 
بإيجاد تعيين واحد لقيم صدق المتغيرات القضائية بحيث تكون جميع المقدمات 
صادقة والنتيجة كاذبة. إن هذا التعيين يسمى (المثال-المضاد)!. 
مثال 
لنأخذ الحجة التالية ونحاول تحديد صحتها 
إذا سافر أحمد إلى تونس لقضاء إجازتهء فان ماجد يسافر إلى تونس أيضا وإذا 
سافر ماجد إلى تونس» فان فائزة تسافر أيضا. أحمد يسافر إلى تونس لقضاء 
إجازته أو فائزة تسافر. إذن» ماجد لا يسافر إلى تونس. 
القضايا الذرية. 


أحمد یسافر إلى تونس لقضاء إجازته. K‏ 


' - Counter-example 


54 


ماجد يسافر إلى تونس لقضاء إجازته. L‏ 


M تسافر إلى تونس لقضاء إجازتها.‎ уйа 
الترجمة‎ 

а: (К L) A (L => М), a2: КУМ المقدمات‎ 
6:11, النتيجة‎ 


سنحاول أولا إعطاء مثال-مضاد أي إيجاد تعيين قيم صدق للمتغيرات 
القضائية М‏ ,1 ,1 بحيث تكون المقدمات جميعها صادقة والنتيجة كاذبة. ناخذ 
1 كاذبة. حتی تكون ,11 كاذبة يجب أن تكون L‏ صادقة. الآن حتى تكون ره 
صادقة فيجب أن تكون كلتا المعطوفتين صادقتان. حتى تكون المعطوفة الأولى 
L‏ ج K‏ صادقة Las‏ أن L‏ صادقة فان K‏ يمكن أن تكون صادقة أو كاذبة. 
حتی تكون المعطوفة الثانية L + M‏ صادقة وبما أن L‏ صادقة فان M‏ يجب 
أن تكون صادقة أيضا. وحتى تكون يه أي K ۷ M‏ صادقة وبما أن M‏ صادقة 
فان K‏ يمكن أن تكون صادقة أو كاذبة. وهكذا نحصل: من هذه المناقشة» على 
السطر المطلوب التالي من الجدول (أي؛ المثال-المضاد): 





يستخدم المثال-المضاد في مختلف العلوم. سنجد مثال-مضاد للقضية 
التالية: لأية ثلاثة مجموعات А, В, C‏ يكون .AU(B-C)=(AUB)-C‏ نعطي 
المثال-المضاد التالي: لتکن )5 ,3 А={1,2,3,4,5},В={2,4,6},С={2,‏ وهكذا 
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فان (6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1{= (8-0)ں۸ ولكن (6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,8>)1ںم وبالتالي 
(АОВ) -С= {1,4,6}‏ وإذن : © - С) (АОВ)‏ - 8) نب ۸. 

يقال أيضا بان صورة حجة تكون خاطئة إذا كانت على الأقل حالة 
خاصة واحدة من تلك الصورة خاطئة. 

من الأفضل عند تحديد صحة صورة حجة ما البدء بمحاولة البرهان 
على خطأ صورة الحجةء أي إعطاء مثال-مضاد وذلك لأنه أكثر اختصارا 
وفعالية وإذا لم ننجح في هذه المحاولة فنقول بأننا وصلنا إلى (طريق مسدود) 
وهكذا تكون صورة الحجة صحيحة. 

من المهم ملاحظة أن صحة صورة حجة تعتمد فقط على تركيبها. أي 
أن صحة أو خطأ صورة حجة لا تعتمد على معنى قضاياها الذرية» وإنما 
تعتمد فقط على تركيب مكوناتها (المقدمات والنتيجة). سنوضح ذلك بمقارنة 
المثالين التاليين: 
مثال 1 
إذا واظب أحمد على الدراسة فإنه سيحصل على نقاط جيدة. إذا لم يواظب 
أحمد على الدراسة فإنه يتمتع بوقت فراغ كبير. إذن يحصل أحمد على نقاط 
جيدة أو يتمتع بوقت فراغ كبير. 


القضايا الذرية 
أحمد يواظب على الدراسة. к‏ 
يحصل أحمد على نقاط جيدة. 

يتمتع احمد بوقت فراغ كبير. ۷ 
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التثرجمة 
المقدمات ۸- ]1 | بيه L,‏ جه aı:K‏ 
النتيجة LVM‏ 

سنحاول أولا البرهان على خطأ صورة الحجةء أي إعطاء مثال- 
مضاد. نأخذ النتيجة كاذبةء أي أن L‏ كاذبة Му‏ كاذبة. حتى تكون ,» صادقة 
وبما أن L‏ كاذبة فيجب أن تكون K‏ كاذبة. حتى تكون وه صادقة وبما أن M‏ 
كاذبة فان 1[ يجب أن تكون کاذبة» أي أن K‏ يجب أن تكون صادقة. إذن 
وصلنا إلى طريق مسدود: K‏ يجب أن تكون صادقة وكاذبة في نفس الوقت 
وهذا غير ممكن. إذن يفشل المثال المضاد والحجة صحيحة. 
مثال 2 

أحمد يواظب على الدراسة ويحصل على نقاط جيدة. أحمد لا يواظب 
على الدراسة أو يتمتع بوقت فراغ كبير. لذن» إذا كان احمد يواظب على 
الدراسة فإنه لن يتمتع بوقت فراغ كبير. 
باستخدام نفس الحروف لنفس القضايا الذرية كما في المثال (1) نحصل على 
الترجمة التالية: 
المقدمات о: KA L, а: ]K V M‏ 
النتيجة 1м‏ + کا :م 

سنحاول الحصول على مثال-مضاد. نأخذ النتيجة 8 كاذبة أي يجب أن 


تكون K‏ صادقة М)‏ صادقة. حتى تكون ,م صادقة وبما أن K‏ صادقة فيجب 
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أن تكون L‏ صادقة. وه تكون صادقة لان M‏ صادقة و1 صادقة. إذن صورة 


(o A aa) — В 





نلاحظ أنه بالرغم من أن رموز القضايا الذرية في المثال )2( تحمل 
نفس معنى القضايا الذرية في المثال (1) ولكن الحجة هنا خاطئة وذلك لأن 
تركيب الحجة (تركيب المقدمات والنتيجة) في المثال (2) یختلف عن تركيب 
المثال (1). 

Rules of Derivation قواعد الاشتقاق‎ 5 2 

سنكشف في هذه الفقرة عما نعنيه بقواعد الاشتقاق' (الاستدلال) وعن 
كيفية استخدام بعض هذه القواعد وأكثرها أهمية. سنختار أمثلة مختلفة نستطيع 
بواسطتها توضيح هذا الاستخدام بشکل أفضل. سنبرهن بواسطة جداول 
الصدق صحة حالات خاصة من بعض قواعد الاشتقاق والتي تمتلك عدد غير 
محدود من هذه الحالات الخاصة. 

قواعد الاشتقاق هي صور حجج أساسية (بسيطة) صحیحةء وأما 
وظيفتها فهي اشتقاق (استنتاج) نتيجة صورة حجة من مقدماتھاء وذلك 
باستخدام متتالية من هذه القواعد. سنكشف في مثال عن هذه المتتالية في فقرة 


' - Derivation (Infrerence) 
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(البراهين الصورية). إن الاشتقاق هو كيفية الانتقال من صيغة أو عدد من 
الصيغ (تسمى المقدمات) إلى صيغة أخرى (تسمى النتيجة). 
1. قاعدة الوضع (إثبات التالي) Modus Ponens‏ 

سنطبق التعريف المعطى للعلاقة ينتج على المثال التالي: 
(1) إذا كانت الأرض تدور حول الشمس فإن الأرض تتحرك. 
(2) الأرض تدور حول الشمس. 
(3) الأرض تتحرك. 

إذا رمزنا بواسطة K‏ للقضية: الأرض تدور حول الشمس» وبواسطة L‏ 
للقضية الأرض تتحرك فإن القضيتين (1) و(2) في المثال هذا يمكن أن تكتب 


سنتحقق من أنه حسب تعريف العلاقة (ينتج) فإنه من K ¬+ L‏ وکا تنتج 
تشتق) 1. ومن أجل ذلك يكفي برهان أن الصيغة L‏ ج ((ا (K A (K‏ 
تكون تكرارية. أي أنه من L‏ ج K‏ و× نشتق 1. هذا الاشتقاق صحيح ОЗ‏ 
ا ج ((1 ج (K A (K‏ صيغة تكرارية والجدول أدناه суш‏ ذلك. وبتعبير آخر 


кәк با‎ 
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(K A (K—ƏL)) >L 


T T 


T 









T 
F 
T 
F 





F T 
T T 
T T 
صادقتين فان‎ K— وا‎ К يتبين من الجدول أنه عندما تكون المقدمتان‎ 
النتيجة ,1 تكون صادقة أيضا وهذا ما يحدث في السطر الأول فقط ولا يوجد‎ 
أي سطر تكون فيه المقدمتان صادقتان والنتيجة كاذبة. يبين العمود الأخير من‎ 
الجدول أن وصل المقدمتين يستلزم النتيجة يكون صيغة تكرارية.‎ 
о, В مخطط قاعدة اشتقاق النتيجة ۵ من المقدمات م»,...,يه ,ره (حيث‎ 


АЙ ) =1, 2, ....«(‏ صیغ) تكتب على الشكل للتالي: 21:82-۰۸ 


а э В, а 
В 
صیغتان)۔ إن قاعدة الوضع تنص على أن: من استلزام ومقدمه يمكن اشتقاق‎ 

تالیه. إذن م8-] » ,۵ ج ». 
إن قاعدة الوضع التي هي قاعدة اشتقاق صحيحة عادة ما تخلط بقاعدة 


وهكذا فان مخطط قاعدة الوضع یکتب: (حيث А) В o‏ 


الاشتقاق ٢,06‏ (حیث 0 ۵ أية صیغتان) الغیر صحيحة. یمکن معرفة 
0" 
ذلك بواسطة استخدام جدول الصدق لحالة خاصة منهاء مثلا: بأخذ K‏ هي . 


K—L,L 7‏ 
وا هي ۵ فتصبح == му.‏ لبرهان عدم صحتها تبيان أن 
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(L A (K — Ш) > K‏ ليست صيغة تكرارية وهكذا يكون: من با وبا با لا 
تنتج .К‏ الجدول أدناه يبين ما نريد. 


түт 7 T 












T 
T T T 
F F F 
F F T 

نرى من الجدول أنه على السطر الثالث تكون مقدمتي الحجة L‏ 
КГ.‏ صادقتين بینما النتيجة K‏ کاذبة» أي أن کا لا تنتج من المقدمتين 
المذكورتين أو أن صورة الحجة خاطئة وبالتالي هي ليست قاعدة اشتقاق 
صحيحة. العمود الأخير من الجدول يبين أن وصل المقدمتين يستلزم النتيجة 
ليس صيغة تكرارية. 
2. قاعدة نفی التالی Modus Tollens‏ 
سنتعرض لهذه القاعدة باخذ المثال التالي: من القضيتين 

(1) إذا نجح أحمد في الامتحان فإنه يجد عملا. 
و 
(2) لم يجد أحمد عملا. 
أحمد في الامتحان) وبواسطة L‏ إلى (يجد أحمد عملا)؛ فإذن يمكننا أن نكتب 
القضيتين في المثال هكذا : 
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Кэт )1 
112 

سنتحقق من АЎ‏ حسب تعریف العلاقة (ینتج) فانه من L‏ ج کا وبا [ تنتج 
6 ومن أجل ذلك يكفي برهان أن 16[ ج D)‏ ج ) (IL A‏ صيغة تکر اريق 
وبعبارة آخری فان صورة الحجة المتکونة من المقدمين با [ و ناج 


والنتيجة |К‏ صحيحة. هذا البرهان یمکن تحقيقه بواسطة الجدول أدناه. 













1 


۲ ۲ Т 





Е 1‏ 
T T‏ 
F T‏ 
نرى من الجدول أنه عندما تكون المقدمتان با [ K—ƏLs‏ صادقتین فان 
النتيجة ×| تكون صادقة. هذا يحدث في السطر الرابع ولا يوجد أي سطر 
تكون فيه المقدمتان صادقتان والنتيجة كاذبة. كذلك يبين العمود الأخير أن 
وصل المقدمتين يستلزم النتيجة يكون صيغة تكرارية. 
بشكل مشابه نستطيع البرهنة على أنه من القضيتين: 
1) إذا كانت السماء تمطر فإن السماء تكون غائمة. 
2 
2( السماء لیست غائمة 
تنتج القضية (السماء لا تمطر). 
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يمكن توضيح قاعدة نفي التالي بأسلوب مبسط أكثر عندما نستخدم قضايا 
تتعلق بحالات معروفة لدينا وقريبة منا في الحياة اليومية» فمثلا: لنفرض أن 
أمامنا كمية من الماء ونريد أن نبرهن أن القضية (درجة حرارة الماء تساوي 
0) کاذبة یمکننا أن نستدل هكذا: إذا كانت درجة حرارة الماء تساوي 
0 فإن الماء يجب أن يغلي. ولكننا نرى بوضوح أن الماء لا يغلي. من هنا 


ينتج أن القضية (درجة حرارة الماء تساوي °100( كاذبة. 
sx 5 .‏ ۳ ۳ > 0ے 3 ¿Í‏ 
S S ы‏ و نپ و پٹ وو 0016 أيه 
а‏ 
صيغتان). قاعدة نفي التالي تنص على أن: من استلزام ونفي تاليه يمكن 


اشتقاق نفي مقدمه» أو أن а‏ 6,16 ج» . 
إن قاعدة الاشتقاق الصحيحة هذه عادة ما تخلط بقاعدة الاشتقاق 


азе‏ الغير صحيحة. ويمكن برهان ذلك بواسطة استخدام جدول 
الصدق لحالة خاصة مثلاء بأخذ K‏ هي » وا هي В‏ فتصبح зык‏ 


يكفي لبرهان عدم صحتها تبيان أن (ЇКА(Кә1))—> L.‏ صيغة غير تكرارية. 
وهكذا يكون: من | و L—ƏK‏ لا تنتج Л‏ الجدول أدناه يبين ما نريد. 
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(IKA(K— L)—]L 


T 





T 
F 
T 


نرى أنه على السطر الثالث تكون مقدمتا صورة الحجة 11٤‏ و K—L‏ 
صادقتين بينما النتيجة .1 | كاذبة؛ أي أن 11 لا تنتج من المقدمتين المذكورتين 
أو أن صورة الحجة خاطئة وبالتالي فهي ليست قاعدة اشتقاق صحيحة. كذلك 
فإن العمود الأخير من الجدول يبين أن وصل المقدمتين يستلزم النتيجة ليس 
صيغة تكرارية. 

, Rule of Hypothetical Syllogism قاعدة القیاس الشرطي‎ 3 

من صدق القضیتین : 

1( 13 كانت زاویتان من المثلٹ ADC‏ تساوي زاویتین من المثلث (К) ВЕС‏ 
فان المثلثين ВЕС s ADC‏ یکونان متشابهین (). 
9 

АР АС 


2( إذا كان المثلثان ADC‏ و ВЕС‏ متشابهين فان سک سے (м)‏ 
) إذا كان المثلثان э‏ بهين فان БЕ вс‏ ( 


يمكننا أن نقول بأننا قد برهنا صدق القضية (إذا كانت زاويتان من 


АР 
(м) فان گے د‎ (К) ВЕС تساوي زاويتين من المثلث‎ ADC المثلث‎ 


أي أننا برهنا صدق القضية M‏ + 1. لقد أصبح واضحا أنه عندما تكون 


L‏ جا وM‏ + L‏ صادقتان فان К + М‏ تكون صادقة أيضاء أي أنه من 
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بابک و ЭМ‏ تنتج КЭМ‏ وبعبارة أخرى فان صورة الحجة المتكونة من 
المقدمتين K—ƏL‏ و ۸ج والنتيجة КМ‏ صحيحة. أي أن : 

.KƏL,LSM ۳:۸‏ ومن أجل أن نبرهن أن هذا صحيحا يكفي برهان 
أن А (L >M((+)K+M(‏ 1 ))ح» صيغة تكرارية ونستطيع تبيان ذلك 
بواسطة جدول الصدق أدناه. 















Т р т т T 
Е Е T F T 
1 | ” | 7 ۳ T T 
TT ۴ | ۴ ۳ 1 T 
ЕТТ T T T 
F| T| F T F T 
F | ۴ | T т т T 
FI F | F T T ЁЁ 


يتبين من الجدول أنه عندما تكون المقدمتان K—ƏL‏ و جسا صادقتين 
فإن النتيجة M‏ +× تكون صادقة أيضا. هذا يحدث على الأسطر: الأول 
والخامس والسابع والثامن ولا يوجد أي سطر تكون فيه المقدمتان صادقتين 
والنتيجة كاذبة. كذلك يبين العمود الأخير من الجدول أن وصل المقدمتين 
يستلزم النتيجة يكون صيغة تكرارية. 
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مخطط قاعدة القیاس الشرطي يكتب على الشكل التالي: 


A2, 02 — 3‏ ره (حيث Go, ©з‏ ,011 أية صيغ). قاعدۃ القياس الشرطي 


a 3a3 

تنص على أنه: 
من يه ج ره ويه ә‏ وه نشتق وه ج ره (حيث оз‏ ريه ол,‏ أية صيغ). 
نستطیع أن نكتب: وه — | ов — оз‏ — © 

تعميم قاعدة القياس الشرطي إلى أي عدد من الصيغ يكون على الشكل 
التالي: 
رہ مہ ےہ > C3, q2‏ 3 وه ,02 جح رہ 

“| Эа} 

يستخدم القياس الشرطي في برهان المبرهنات الرياضية. ذلك لان 
المبرهنات على الشكل М,‏ ج Му‏ لا يمكن برهان صدقها مباشرة وإنما 
بواسطة برهان القضايا البينية: 
.Му — М, M; ә [۷ ,...., М -< Мол, Мол — Mn‏ ومن صدق هذه 
القضايا ینتج صدق ,1۷ — ,31. في الاستدلالات الرياضية يقوم صدق القضايا 
البينية على تعریف؛ مبرهنة أو بديهية. ومن أجل اکتشاف هذه القضایا البينية 
فغالباء وللسهولة» يتم البدء من القضية الأخيرة. فحتى يتم اکتشاف ,1,۷ 
Vol‏ نقوم بالبحث عن قضية .م24 بحيث ينتج منها تالي المبرهنة وحتى يتم 
التاکد من صدق Maa‏ فإنه يتم البحث عن قضية أخرى هي Миз‏ والتي تنتج 
منها ,م14 ...إلخ» وإلى أن يتم الوصول إلى القضية ,34. في مثل هذه الحالات 
نتبع الاستدلالات حسب الأسلوب الاتي: 
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حتى تكون М,‏ صادقة يكفي أن تكون Мил‏ صادقةء 
حتى تكون М,‏ صادقةء يكفي أن تكون М,‏ صادقة» 
حتى تكون M>‏ صادقة يكفي أن تکون ۸ صادقة. 
۱ صادقة. 
إذن ,۸( صادقة أيضاء 

سنناقش مثالا على برهان يتم فيه استخدام التعميم أعلاه. لندرس برهان 
المبرهنة التالية: (برهن أنه لذا کان 0 <ه فان + ط<+۵). 
حتى تكون (Ms) a+c < 9 + c‏ صادقة يكفي أن تكون (Му) а+с-(6+с)>0‏ 
صادقة. 
حتى تكون 0 < (Му) ate - (b +c)‏ صادقة يكفي أن تكون (Мз) arc—b-c>0‏ 
صادقة. 
حتى تكون 0 (Mj) 2+ »-6- c>‏ صادقة يكفي أن تكون (М›) a-b>0‏ 
صادقة. 
حتى تكون 0 < (Mo) а —b‏ صادقة يكفي أن تكون (Му) а >b‏ صادقة. 
(Му) a>b‏ صادقة. 
إذن »+ طا <ء +2 (М5)‏ صادقة أيضا. 

في الحقيقة استخدمنا هنا أولا القياس الشرطي: 

Mi >M;, M; > Мз,Мз >MuMu эм; 

M, ج‎ M; ü 
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М, Э Ms, М, 


وبعد ذلك استخدمنا قاعدة الوضع: М‏ 
5 


Rule of Conjuction قاعدة العطف‎ .4 


لنأخذ القضايا : 
)1( المستقيمان b s а‏ يقعان على تفس المستوي مع المستقيم (К) с‏ 
)2( المستقيمان за‏ ط يقعان على نفس المسافة من المستقيم © (1). 
)3( المستقیمان 2 وط يقعان على نفس المستوي مع المستقيم c‏ والمستقيمان а‏ 
و تا يقعان على نفس المسافة من المستقيم © .(K ۸ L)‏ 

من المعروف أنه من صدق المقدمتين الأولى و الثانية ينتج صدق القضية 
الثالثة. أي أنه من کا Ls‏ تنتج را ۸ » أي أن : .K,L |-K4L‏ 
وللتحقق من ذلك يكفي أن نبرهن أن (1 ۸ ) ج (1 ۸ ) صيغة تكرارية 
وهذا ما يبينه الجدول أدناه. 


T T T T 






T 
T 
Т 


يتبين من الجدول أنه عندما تكون المقدمتان K‏ وا صادقتین فان النتيجة 
K A L‏ صادقة أيضا. هذا ما يحدث على السطر الأول فقط. ولا يوجد سطر 
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تكون فيه المقدمتان صادقتين والنتيجة كاذبة. كذلك فإن العمود الأخير يبين أن 
وصل المقدمتين يستلزم النتيجة يكون صيغة تكرارية. 
مخعلط قاعدة العف یکون علی الشکل جو SD‏ 
مه 
تنص قاعدة العطف على أنه: من صيغتين а, В‏ نشتق ۰0۸۲ أي آن : 


а, ۳ 


Rule of Disjuctive Syllogism قاعدة قياس الفصل‎ .5 


لناخذ الحجة التالية : 
اليوم هو الخمیس (K)‏ أو اليوم هو الجمعة (آ). 
اليوم ليس الخمیس ЛК‏ 
إذنء اليوم هو الجمعة 'L‏ 
صورة الحجة المذكورة أعلاه هي: 
KvL‏ 
11 
إذن» L‏ 
من صدق المقدمتین K v L‏ و [ ينتج صدق النتيجة ,1« أي أن 
КАК L‏ ومن أجل إثبات ذلك يكفي أن نبرهن أن 
A ]K) > L‏ (1 ۷ )) صيغة تكرارية وهذا ما يبينه الجدول أدناه. 
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(KvDA ]K) >L 
T 





T T F T 






يتبين من الجدول أنه عندما تكون المقدمتان L‏ ۷ × و ×[ صادقتين 
تكون النتيجة صادقة أيضا وهذا ما يحدث على السطر الثالث فقط ولا يوجد 
سطر تكون فيه المقدمتان صادقتين والنتيجة كاذبة. كذلك يبين العمود الأخير 
أن وصل المقدمتين يستلزم النتيجة يكون صيغة تكرارية. 
суз) аур, la‏ 
В‏ 
АЙ а, 8‏ صيغتان). تنص قاعدة الفصل على أنه: من V B‏ و а‏ نشتق В‏ 
أو أن «ур, laj‏ 


Rule of Simplification قاعدة التبسيط‎ .6 


مخطط قاعدة قياس الفصل يكون على الشكل التالي 


من 8 ۸ » نشتق (B) а‏ أي أن مإ 8 ۸ » وكذلك 8| 8 ۸ .۵. 


Rule of Addition قاعدة الجمع‎ .7 


<“ >. 


من 0 نشتق 8 V‏ (أي أنه من » نشتق ۾ أو أية صيغة أخرى (В‏ 
أي أن aa V B‏ 
قواعد الاشتقاق الباقية أدناه تكون الصيغة التكرارية التي تمثل كلا منها 


عبارة عن استلزاما ثنائيا. وبما أنه من تكرارية مه جه ره ينتج مه < оп‏ وهذا 
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يعني Ор‏ >= رو و ره جد رہ أي أنه من به сай‏ (تشتق) ر ومن وه تنتج О‏ 
قواعد الاشتقاق الباقية أدناه تسمى أيضا قواعد استيعاضية. 
8. قاعدة دي مورغان Rale of De Morgan‏ 


Лол B) نشتق‎ По ۷18( نشتق (م[۷ء1) ومن‎ |) A B) من‎ (1 
lG ۷ В) نشتق‎ (|a ۸18( ومن‎ Па АТВ) نشتق‎ Це V p) من‎ (2 


Rule of Double Negation قاعدة النفي المضاعف‎ .9 


من По‏ نشتق » ومن » نشثق »!| . 


Rule of [mplication قاعدة الاستلزام‎ .0 


<“ 5. 


من 8 جه نشتق Тау В‏ ومن ۷ء| نشتق В‏ ». 
1 . قاعدة عکس النقیض Rule of Contraposition‏ 


من В‏ جد о‏ نشتق Та‏ +8[ ومن la‏ م186 نشتق 8 جد». 


Rule of Biconditional قاعدة الاستلزام الثنائي‎ .2 


+> حر 


من 8 جه » نشتق o)‏ — 8) 6(۸ ج (а‏ و من (ро)‏ ۸ (ق<م) نشتق 8B‏ جه 0. 


Кише of Ехрогїайоп-1трогайоп قاعدة الاستيراد--التصدير‎ .3 


من(ي» ج (G>‏ ج (оу‏ شتق يه جہ А ол)‏ بع) ومن 01<+(01802) نشتق 


(оп — (02 — o) 
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Commutative Rule قاعدة التبديل‎ . 4 


یٹ 


1) من ۸6 » نشتق BAG‏ ومن 0۰ 6۸ نشتق В‏ ۸ ۰0 


2( من 8 ۷ » نشتق ه8۷ ومن ۰ 6۷ نشتق «УВ‏ 


Associative Rule قاعدة التجميع‎ .5 
م) نشتق‎ V оз) У оз ومن‎ (о V (مه‎ V ره نشتق وه‎ V (o V оз) من‎ 1 
٠.۷ (a2 У аз) 


2( من (وه (о; Л‏ ۸ به نشتق (оу ۸ оз) ۸ аз‏ ومن оз‏ ۸ (مه ۸ ©) نشتق 


A (02 Л оз)‏ ره. 


Distributive Rule قاعدة التوزيع‎ .16 
(олУоз)А(оУоз)аз  )٤۱۷ ہد(۸)٥ر۷هر( نشتق‎ »ı۷)»2۸»د(نم)1‎ 


<“ k. 


.0 У )02 Л оз) نشتق‎ 
(олЛог)У(олЛаз) даз نشتق (و۷)۵,۸(مم۸یه)‎ оЛ(осМоз) من‎ (2 


о ۸)02 ۷ »3( نشتق‎ 


7. قاعدة تحصيل الحاصل Rule of Tautology‏ 
1( من (ала‏ » ومن » نشتق © ۸ а‏ 


2( من » V‏ » نشتق » ومن » نشتق а Ма‏ 


72 


Adequate Sets of Connectives المجموعات الکافیة للروابط‎ 2 


5 


تعريف 
المجموعة الكافية للروابط هي المجموعة التي يمكن تمثيل أية دالة صدق 

بواسطة صيغة تحوي على روابط من هذه المجموعة. 
نحن نهدف هنا إلى البرهنة على أن مجموعات أزواج الروابط 

ЧЛ}‏ (1۷)ء {ә}‏ هي مجموعات كافية للروابط. وسنقوم بالبرهنة 

على ذلك على مرحلتين : 

(1) البرهان على أن المجموعة [1,۷,۸) هي مجموعة كافية للروابط. 

(2) البرهان على أنه إذا كانت المجموعة V, A]‏ ,[) هي مجموعة كافية 
للروابط فإن مجموعات أزواج الروابط أعلاه هي مجموعات كافية 
للروابط. 
مبرهنة 1 
المجموعة V, A)‏ ,1( هي مجموعة كافية للروابط. 
یکمن البرهان في إنشاء صيغة تحوي الروابط У, Л‏ ,1 لكل جدول 

صدق ونحن نعرف أن كل جدول صدق يعرف دالة صدق. 
البرهان 
لتكن عندنا دالة صدق ذات п‏ متغير قضائي. سوف ننشی صيغة о‏ 

تحوي المتغيرات القضائية K), Ко... Ка‏ ۔ 
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(1) إذا أخذت Айз‏ الصدق القيمة ۳ لكل تركيبة من قیم صدق المتغيرات 
القضائية» فان هذه الدالة تكون أية صيغة متناقضة وهكذا فالصيغة التالية 
يمكن أن تمثل го‏ 

(Kı АТК) A (K; A بل‎ ۸ ...۸ Kn) 
لتركيبة واحدة على الأقل من المتغيرات‎ T أخذت دالة الصدق القيمة‎ 13 (2) 


وكاذبة من أجل التركيبات الأخرى. فمثلاء إذا كانت 3 = م ء فان الصيغة 
]R(AK;A Ks‏ تكون صادقة Ый‏ من أجل التركيبة ЕТТ‏ من قيم صدق 
المتغيرات رکا Ki, K>,‏ على الترتیب ]Куз‏ 162۸ 16,۸ تكون صادقة فقط 
من أجل التركيبة ТТЕ‏ هذه الصيغ الخاصة ندعوها الوصلات الأساسیةا, 
فإذا أعطينا تعيين قيم صدق للمتغيرات القضائية ہکا ,...,162 Ki,‏ فاننا 
نكتب K,‏ في الوصل إذا كانت قيمة Ki‏ هي T‏ ونكتب K,‏ | إذا كانت قيمة 
Ki‏ هي ۳ (ه > 1 > 1). وإذنء» فمن أجل تعيين لقيم الصدق فان کل 
معطوفة ستاخذ القيمة T‏ وبالتالي سيأخذ الوصل بأكمله القيمة ҮТ‏ 
الآن ومن أجل برهان مبرهنتناء لنأخذ جميع التركيبات إلى гй оеп‏ 
الصدق التي من أجلها تأخذ دالة صدقنا القيمة ۲. خذ ‏ فصلا لجميع 
الوصلات الأساسية المحصول عليها بواسطة أخذ هذه التركيبات كقيم صدق 
للمتغيرات ہکا Ki, Ky,...,‏ . ولرؤية هذاء عين قيم صدق إلى Ка‏ ,...,يكا ,رکا 
إذا أخذت Айз‏ صدقنا لهذه التركيبة من قيم الصدق القيم CT‏ فان الوصل 


١ Basic conjuncions 
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الأساسي المقابل لهذه التركيبة يكون ضمن » ویأخذ القيمة T‏ لهذا التعیین. 
وهكذا فان о‏ تاخذ القيمة T‏ أيضا. أما إذا أخذت Айз‏ صدقنا القيمة F‏ فان 
الوصل الأساسي المقابل لهذه التركيبة لا يكون ضمن » لأن کل الوصلات 
الأساسية الأخرى المتضمنة في » تأخذ القيمة 7 أيضا لهذا التركيب وبالتالي» 
فإن » تأخذ القيمة ۴. وإذن» فمن أجل كل تعبين لقيم الصدق؛ فان قيمة صدق 
» تكون كما هي معطاة بواسطة دالة الصدق. 

سنعطي أدناه مثالا توضيحيا وذلك باخذ Айз‏ صدق ذات ثلاثة متغيرات 
معرفة بواسطة جدول الصدق التالي : 


ТТТ Е 
ТТЕ Е 
T F TIF 
T К ОТ 
F T ٣۳٥ 
F T FIT 
F Б> ETT 
Е ۲ غ٣‎ 


إن تركيبات قيم الصدق التي من أجلها تأخذ دالة الصدق القيمة Т‏ هي 
FFT, ЕТЕ, ЕТТ, ТЕЕ‏ وبالتالي فإن الوصلات الأساسية لهذه التركيبات هي : 
ج1 A‏ 1 1۱۸ 
K;A Kı‏ 16۸[ 
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15۸ K;A ۱K; 
11۸ ]K;A K; 
: الصيغة » التي أنشأناها في البرهان هي‎ 
(К\А | شنا [) ۲( و1 ميا‎ л (یک‎ КАЛ 1۵۸ [5۰۷ 
(1К,л1К ۸ К)) 
تقابل دالة الصدق المعرفة‎ » 1, ۸, v هذه الصیغةء التي تحوي الروابط‎ 
بواسطة جدول الصدق المعطى في المثال وجدول الصدق هذا هو جدول صدق‎ 
هذه الصيغة.‎ 
إن شكل الصيغة » هذا يسمى الشكل العادي للفصل'ء حيث أن » عبارة‎ 
عن صيغة فصل وكل مفصولة فيها هي صيغة وصل لمعطوفات تمثل كل‎ 
واحدة منها متغير قضائي أو نفي متغير قضائي.‎ 
باستخدام المبرهنة 1 أعلاه سنجد مجموعات أخرى للروابط.‎ 
2 مبرهنة‎ 
هي مجموعات كافية‎ )[ ә} .3 4] V) .2 1)ء‎ А) .1 المجموعات:‎ 
للروابط.‎ 
البرهان‎ 
: من أجل أية صيغتين » ء م‎ .1 
ауре ]G(]e A]B) 
حسب قاعدة دي مورغان وبالتالي فإن أية صيغة تحوي الروابط‎ 


A‏ ,۷ | فقط يمكن تحويلها إلى صيغة تحوي الرابطين م ,| فقط. 


' ۔‎ Disjunctive normal form 
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2. وبالمئل نستطيع استخدام المتكافئة 
ал В + lav 18)‏ 
لنجد أن إ 1۷ ) مجموعة كافية للروابط. 
3.يجب أن نجد صيغتين مكافئتين إلى 8 ۷ » و 8 A‏ وتحويان 
الرابطين [ و ج فقط. 
عندنا : 
l(a 1۵(‏ ه ۸۸ء 
аур 1а B‏ 
يمكن استخدام هاتين المتكافئتين لتحويل АЙ‏ صيغة تحوي الروابط 
۸ فقط إلى صيغة تحوي الرابطين + | فقط. 


توجد مجموعات أخرى كافية للروابط والمبرهنتان التاليتان تبرهنان 


ذلك. 
مبرهنة 3 
المجموعة (۷) هي مجموعة كافية للروابط. 
البرهان 
استخدم مبرهنة 2 الجزء 1 والمتكافئتين : 
01 طس ہے بو [ 
5 
(а a) + )8 1 8)‏ جه oA B‏ 


سنبرھن هاتين المتكافئتين أدناه. 
لتكن » : کا و6 : L‏ ء لننشئ جدولي الصدق : 
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20 1кө (КҮК) 
F| F T 
| انا‎ кли кук! LIL (K YK) 
SL es 
Т 


T 

F F 
F F 
F F 


(KA L) + (КУК) 
кш) 









نلاحظ من الجدول الأول أعلاه أن (1 ө (K‏ 1| صیغة تكرارية وبالتالي 
(K +K)‏ = 11. ومن الجدول الثاني نلاحظ أن: 
(K AL) ө (K + K) 1 (17)‏ صيغة تكرارية وبالتالي: 
«(KA L) + (КУК) (LY L)‏ 
مبرهنة 4 
المجموعة )|( هي مجموعة كافية للروابط. 
البرهان 
استخدم المبرهنة 2 - الجزء 2 والمتكافئتين 


la e | a 
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o) | (8| 8)‏ اع 6 ау‏ 
سنبرهن هاتين المتكافئتين أدناه. 
لتكن а‏ : > و8 L:‏ لننشئ جدولي الصدق : 


кік | Ike اع‎ 

Е Е T 

T T T 

K| ۲۷ K |K|L [1] кію 
0 | 14 

















نک 
^ 


(KVL) + ((K | K) 
| | D) 





Š‏ اد د د و 





نلاحظ من الجدول الأول أعلاه أن Ке (K|K)‏ |صیغة تكرارية وبالتالي 
Л Ke (КК)‏ ومن الجدول الثاني نلاحظ أن (KVL)e((K |K)|(L|1))‏ 
صيغة تكرارية وبالتالي .(K V D + ) | É) | (L | L))‏ 

لا توجد مجموعة كافية يمكن اختیارها من بين الروابط الخمسة 


ج ,جه ,۸ ,۷ ,| ما عدا ما ورد في المبرهنة 2. 
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مبرهنة 5 
أزواج المجموعات (۷,۸)ء У)‏ ,جه Ө}‏ ,۸) هي مجموعات غير 
كافية للروابط. 
البرهان 
نلاحظ أن أيا من أزواج المجموعات المعطاة لا تحوي على رابط النفي 
| . وهكذا فان АЙ‏ دالة صدق تأخذ دائما القيمة ۴ لا يمكن التعبير عنها بواسطة 
صيغة باستخدام أي زوج. АЗУ‏ بإعطاء جميع المتغيرات القضائية في هذه 
الصيغة القيمة T‏ ء فإن الصيغة كلها بالضرورة تأخذ القيمة T‏ . ولا توجد 
طريقة لجعل جزء من الصيغة أو كلها تأخذ القيمة 8 بواسطة هذا التعيين. 
وإذن لا توجد Айма‏ تحوي فقط روابط من ج V, А, Ө,‏ وتكون صيغة 
ак ۷ azas‏ مجنوعة جزئية کے مجنوعه هذه الروابط کرن 
مجموعة كافية. 
2 7 البراهين الصورية Formal Proofs‏ 
عندما يكون عدد المتغيرات القضائية في صورة الحجة كبيراء فإن 
طريقة الجدول لبرهان صحة صورة الحجة تكون غير مناسبة» فنحن نعلم أنه 
إذا كان هذا العدد يساوي n‏ فان عدد الأسطر في الجدول تكون "2. إن هذا 
السبب يدعونا لإيجاد طريقة أخرى أكثر عملية وسهولة واختصار لبرهان 
صحة صورة حجة ما. إن هذه الطريقة تسمى البرهان الصوري. هذا البرهان 
يسمح لنا باشتقاق نتيجة صورة الحجة من مقدماتها في حساب القضايا وذلك 


باستخدام قواعد الاشتقاق التي مرت بتا۔ 
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مثال: لناخذ الحجة التالية. 
هشام لیس في مكتبه أو ليس في داره. لكنه إذا لم يكن في مكتبه АХА‏ يكون قد 
ذهب لزيارة أهله. وإذا لم يكن في داره فإنه يكون قد ذهب لزيارة طبيبه. إذن» 
ذهب هشام لزيارة أهله أو ذهب لزيارة طبيبه. 
القضايا الذرية 
:K‏ هشام في مكتبه..1: هشام في داره. :M‏ هشام ذهب لزيارة أهله. 
ل(: هشام ذهب لزيارة طبيبه. 
الترجمة 
المقدمات ]K—>M,]L—N‏ با[ 1۷ 
النتيجة МУМ‏ 

بسا أن عدد التغیرات القضائية أربعة فان عدد أسطر الجدول الذي يمكن 
أن نستخدمه ابرهان صحة هذه الحجة يكون 16 = *2. لكننا باستخدام قواعد 
الاشتقاق التي مرت بنا نستطيع اشتقاق النتيجة M ۷ N‏ من المقدمات المذكورة 
وذلك باشتقاق متتالية من الصيغ تكون آخر صيغة مشتقة فيها هي النتيجة 
МУМ‏ 
)1( أول صيغة مشتقة هي 1 !جه K‏ وتنتج من المقدمة KV] L‏ ] باستخدام 
قاعدة الاستلزام. 
)2( الصيغة المشتقة K -+ N‏ تنتج من المقدمة ]L— N‏ ومن الصيغة المشتقة 


في )1( باستخدام قاعدة القياس الشرطي. 
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)3( الصيغة K‏ ج бай | M‏ من المقدمة K э M‏ | باستخدام قاعدة عكس 
النقيض والنفي المضاعف. 
N (4)‏ ج ]M‏ تنتج من الصيغة المشتقة في )2( K — N‏ والصيغة المشتقة في 
К (3)‏ ج 1м‏ باستخدام القياس الشرطي. 
)5( آخر صيغة مشتقة وهي النتيجة M ۷ М‏ تنتج من N‏ ج M‏ | باستخدام 
قاعدة الاستلزام والنفي المضاعف. 

يمكن إنشاء البرهان أعلاه بشكل أكثر صورية وذلك بكتابة المقدمات 
الثلاثة والصيغ المشتقة الخمسة كما مبين أدناه. 


السبب البرهان أرقام الخطوط 

В 161 ° 

2. [16 ج‎ 7 ë 

3. جا[‎ ë 

4. кә], 1, الاستلزام‎ 

القیاس الشرطي 3,4 кэм‏ 5 
عكس النقيض ,2 ]M—K‏ .6 
القياس الشرطي 5,6 ۷ ج 1۸4 7 
الاستلزام ,7 МУМ‏ 8 


البرهان الصوري كما ورد في المثال أعلاه هو المتتالية المنتهية من 
الصيغ على الخطوط من 1 إلى 8 أي المتتالية و8 «и, D>...‏ حيث ,8 هي 
المقدمة ما | ۷ 11۴ء8 هي المقدمة M‏ ج ‹]К‏ رم هي المقدمة Ва LƏN‏ 
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هي الصيغة المشتقة ,11ج کا ء ہم هي الصيغة المشتقة М‏ ج ۰ Ве‏ هي 
الصيغة المشتقة K‏ ج (IM‏ ہم هي الصيغة المشتقة з 1МӘМ‏ هي 
الصيغة المشتقة الأخيرة (النتيجة) N‏ ۷ 1. نلاحظ بان الصيغ (حدود) المتتالية 
اما أن تكون مقدمات وهي صيغ على الخطوط 1ء 2 3 أو صيغ مشتقة على 
الخطوط من 4 إلى ۰8 أما الحد الأخير من المتتالية (n=8) Bs‏ فهو النتيجة 
۷ . 
بتفصیل أكثر: الخط 4 (نقصد الصيغة على الخط 4) اشتق من الخط 1 
وذلك لأن ہ8 + ,2 صيغة تكرارية واستخدمت قاعدة الاستلزام. الخط 5 
اشتق من الخطين 3 و4 وذلك لان 85+(,8148) صيغة تكرارية واستخدمت 
قاعدة القياس الشرطي. الخط 6 اشتق من الخط 2 وذلك لان Бәр‏ صيغة 
تكرارية واستخدمت قاعدة عكس النقيض. الخط 7 اشتق من الخطين 5 و6 
وذلك В ОУ‏ ج (Bs А Ве)‏ صيغة تكرارية واستخدمت قاعدة القياس الشرطي. 
الخط 8 اشتق من الخط 7 وذلك لأن و8 + Ву‏ صيغة تكرارية واستخدمت 
قاعدة الاستلزام. 
في الحقيقة بالإضافة إلى المتتالية المنتهية من الصيغ و02,....8 ,8 والتي 
تمثل البرهان الصوريء فإننا من أجل اشتقاق حدود هذه المتتالية استخدمنا 
متتالية منتهية من قواعد الاشتقاق Ра, Ds, Dç, D;‏ ,وط (Di, D>,‏ حيث D.‏ هي 
قاعدة الاستلزام» D>‏ هي القياس الشرطيء Dy‏ هي عكس النقیض» Юа‏ هي 
النفي المضاعف» Ds‏ هي القياس الشرطي» 56 هي قاعدة الاستلزام» Dy‏ هي 
النفي المضاعف. 
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في اتشاء البرهان أعلاه تم ذکر المقدمات على الخطوط الثلاثة الأولى 
من البرهان وأضفنا الرمز (م) ليشير إلى كل منها. ثم قمنا باشتقاق النتيجة 
V N‏ . الأعداد على اليمين تبين الخطوط التي اشتقت منها كل صيغة مشتقة 
وعلى يمين هذه الأعداد ذكرنا اسم القاعدة التي استخدمت في كل اشتقاق. 
سنعطي الآن تعريف البرهان الصوري. 

البرهان الصوري لصورة الحجة التي مقدماتها مبم,...,2 ,ره ونتيجتها 8 
هي متتالية منتهية من الصيغ ,8 ,...,02 ,8 بحيث أن كل :8 (0,... ,2 ,1 -1) 
هي مقدمة أو صيغة مشتقة من الصيغ التي تسبقها في المتتالية باستخدام قاعدة 
اشتقاق صحيحة. آخر صيغة مشتقة ,0 من المتتالية هي النتيجة ۵. 
تسمى عادة حدود المتتالية ,6 ,...,82 ,8 بخطوات البرهان. 
2 8 أنواع البراهين الصورية 

Direct Proof البرهان المباشر‎ 1 .8 .2 

يقوم البرهان المباشر على اشتقاق النتيجة المطلوبة لصورة حجة وذلك 
باشتقاق متتالية من الصيغ واحدة بعد الأخرى من المقدمات المعطاة باستخدام 
قواعد الاشتقاق المعروفة وحيث تكون آخر صورة مشتقة هي نتيجة صورة 
الحجة. المثال في الفقرة السابقة يمكن اعتباره مثالا لهذا النوع من البراهين. 

2 8. 2 البرهان الشرطي (ب.ش) Conditional Proof‏ 

یستخدم البرهان الشرطي من أجل تبسیط البرهان التي تکون نتيجة 
صورة الحجة المطلوبة فيه عبارة عن استلزام. البرهان الشرطي لصحة 
صورة الحجة هذه یقوم على إضافة مقدم الاستلزام إلى المقدمات الأصلية ثم 
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نشتق متتالية من الصيغ من المقدمات الأصلية ومن المقدمة المضافة (سنسميها 
مقدمة البرهان الشرطي (ب.ش)) حتى نصل إلى اشتقاق تالي الاستلزام» وبهذا 
نكون قد برهنا الاستلزام المطلوب (النتيجة) من المقدمات الأصلية لصورة 
الحجة فقط. أي أن البرهان الشرطي ينص على ما يلي: 
P2‏ در ...2 ол,‏ إذا کان = ‘C1, 02,...,0а, Ві‏ 

إن البرهان الشرطي هو أيضا قاعدة اشتقاق صحيحة ويمكن إضافتها 
إلى قائمة القواعد المعروفة ولكننا أفردنا فقرة له بسبب خصوصيته. إثبات 
صحة البرهان الشرطي يكون بواسطة المبرهنة أدناه. 


مبرهنه 
إذا كان оз... аъ, }—р;‏ ,ره فان : аа, 02. 81 B>‏ 
البر هان 
بما أن оц, 02... 1 |p:‏ إذن 
an A Bı) — р‏ ۸... ليه ۸ ره) __ (l)‏ 


صيغة تكرارية. حتی نبرهن ر8 „0л [э‏ .02 ,0« فيكفي أن نبرهن أن 
о) — (В: — В)‏ ۸۱۰,۰۰۸ دوہ (о A‏ )2( 

صيغة تكرارية. ولكن )2( @ )1( حسب قاعدة الاستيراد-التصدير. إذن )2( 

يكون أيضا صيغة تكرارية وبهذا يتم البرهان. 

مكان 

سنعطي برهانا صوريا لصورة الحجة الصحيحة التالية 

M—N,K—|L,K— (L V M) المقدمات‎ 
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النتيجة кәм‏ 
سنستخدم البرهان الشرطي لاشتقاق N‏ ج K‏ وذلك بإضافة K‏ (مقدم 
الاستلزام) إلى المقدمات الأصلية واشتقاق N‏ (تالي الاستلزام). سنقوم بإضافة 
عمود آخر (أرقام المقدمات) إلى البرهان الصوري. يتشكل هذا العمود وذلك 
بإعطاء كل مقدمة رقما هو رقم أول ظهور لها في البرهان. سنبين أن 
المقدمات تظهر على كل سطر من البرهان. 


السبب البرهان أرقام الخطوط أرقام المقدمات 
мм 5‏ .1 }1{ 
кә], ё‏ .2 )02 
K—>(LVM) °‏ .3 )3 
(مقدمة ب.ش) م ۴ .4 }4{ 
الوضع 3,4 LVM‏ 5 }3,4{ 
عكس النقيض ,2 +2 6 2 
النفي المضاعف ,4 11 .7 }4{ 
نفي التالي 6,7 11 8 }2,4{ 
قیاس الفصل 5,8 M‏ 9 }2,3,4{ 
الوضع 1,9 N‏ .10 }1,2,3,4( 
ب.ش 4,10 K +N‏ .11 }1,2,3{ 


نری أن الصيغة المشتقة على الخط 5 (Bs)‏ تم اشتقاقها من و8 و Ва‏ 


وذلك لان Ва) ә Bs‏ ۸ 8) صيغة تكرارية. فإذن مجموعة أرقام مقدمات Üs‏ 
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تساوي اتحاد مجموعة أرقام مقدمات ر8 مع مجموعة أرقام مقدمات ۰84 أي أن 
مجموعة أرقام مقدمات58 هي 3) ب )4( = (3,4). مجموعة т‏ مقدمات 
الصيغة على الخط 6 (В)‏ المشتقة من B;‏ هي المجموعة (2)ء نفس الشيء 
بالنسبة إلى „Ву‏ مجموعة أرقام مقدمات الصيغة المشتقة على الخط 8 (Bs)‏ هي 
}2{ با }4{ = }2,4{ وذلك لان Вв‏ ج (Ве Л Во)‏ صيغة تکراریة أي أن Вз‏ 
اشتقت من .م و8. مجموع أرقام مقدمات الصيغة على الخط 9 )0( تساوي 
}3,4{ با (2,3,4) = }2,3,4{ وذلك لان و8 اشتقت من «баз Bs‏ أي أن 
Bo‏ ج А Вв)‏ ء8). مجموعة أرقام مقدمات الصيغة على الخط 10 (Dio)‏ تساوي 
المجموعة }1{ ا )2,3,4(= (4 ,3 ,2 ,1) وذلك لان 0 ج (В.АВо)‏ صيغة 
تكرارية؛ أي أن 8,0 اشتقت من ہ6 و و8. استخدمنا قاعدة البرهان الشرطي 
على الخط 1 !. مقدمة (ب.ش)ء (K)‏ نقم على الخط 4. لقد تم اشتقاق N‏ على 
الخط 10. مجموعة أرقام المقدمات على الخط 10 هي ]4 ,3 ,2 ,1) وهكذا فان 
الصيغة على الخط 11 تكون (В) КЭМ‏ ومجموعة أرقام مقدماتھا تکون(1, 
2 3, 14 — )4( = )41,2,3 
2. 8. 3 البرهان الغير مباشر (ب.غ) Indirect Proof‏ 
طريقة البرهان УАЙ‏ مباشر معروفة لكل من درس الهندسة الاقليدية 
وتمثل إضافة جديدة لتقوية إمكانياتنا على البرهنة. البرهان الغير مباشر لصحة 
صورة الحجة يقوم على إضافة نفي النتيجة كمقدمة البرهان الغير مباشر 
(ب.غ) إلى المقدمات الأصلية لصورة الحجة ثم نشتق من المقدمات الأصلية 


هذه والمقدمة المضافة نشتق صيغة متناقضةء أي صيغة ونفيها وینتج نفي 
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المقدمة المضافة أي تنتج نتيجة صورة الحجة المعطاة". أي أن البرهان الغير 
مباشر ينص على ما ياتي: إذا كان 

Оц, رقم 8 ...ره فان ۵ ملا. ۰ .و02‎ A] р: 

يتوضح مما سبق أن البرهان الغير مباشر هو أيضا قاعدة اشتقاق 
صحيحة ويمكن إضافته إلى القواعد المعروفة ولکننا أفردنا فقرة له بسبب 
خصوصيته. إثبات صحة البرهان الغير مباشر يكون بواسطة المبرهنة أدناه. 
لتكن ,02....,0 ,ره مقدمات صورة الحجة وم نتيجتها. لتكن ,2 أية صيغة. 
إذا کان ۸,۵0 0 ...ره ол,‏ فإن 2,90m |в‏ ,200 
البرهان 
يما أن Ар‏ .2 8 ...یه ce,‏ إذن الاستلزام 

(1) (O A ہہ ۸... ۸ رہ‎ A ]р)—> В. A18, 
صيغة متناقضة فإذن إحدى‎ )8, ۸۱ Ву) (1) أن تالي‎ Las صيغة تكرارية.‎ 
أي أن إحدى المعطوفات‎ ЫЙ معطوفات المقدم يجب أن تكون‎ 
يجب أن تگون كاذبة. عندنا حالتین:‎ ол, C2,...,0n 18 
كاذبة فإذن يكون‎ ол, إذا كانت إحدى المعطرفات م»,...ريه‎ (1 

р‏ ج (مہ ۸۰۰۸ ہ-۱۸)) 


صيغة تكرارية» وبالتالی يكون ۲-8 ملار. .و2 ,01" 


' للمزيد من التفصيل راجع 
د.أسعد الجتابي- الب مان غير العباشرء مركز البحوث» عدن: 1976. 





2( إذا كانت 6( كاذبة فان 8 صادقة فتكون B‏ ج (مه ۸... 024 ۸ (ca‏ صيغة 
تكرارية. وبالتالي يكون ۵- ...0,۰ ол,‏ وبهذا يتم البرهان. 
مثال 
سنعطي برهانا صوريا لصورة الحجة الصحيحة التالية: 
المقدمات (MVN)> IL (MVS)A(S—>N‏ 
النتيجة .1 
البرهان الصوري 
سنستخدم البرهان الغير مباشر لاشتقاق L‏ ] وذلك باضافة نفيها П‏ أو 
,1 الى المقدمات الأصلية واشتقاق صيغة متناقضة. ,۵ ۸1 86١‏ (حيث رم أية 


صيغة). 

أرقام أرقام 
السبب البرهان الخطوط المقدمات 
(мум ә 1]. °‏ .1 1 
م (МУу5)А(8 3N)‏ .2 }2{ 
(مقدمة ب.غ) م L‏ .3 }13 
عكس النقيض ,1 ۱0 101۷ гэ‏ 4 9 
الوضع 3,4 ( ۷ (ha 5 Тм‏ 
" دي مورغان ,5 ۸ .6 (1,3 
ъд‏ ,2 ٣ج‏ 8 .7 }2{ 
{2j 8.‏ 
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الوضع 6,8 15 .9 }2,3{ 


التبسیط ,2 MVS‏ .10 }2{ 
الاستلزام ,10 TMS‏ .11 }2{ 
الوضع 6,11 8 .12 }123{ 
العطف 12 ,9 1ء .13 }1,2,3{ 
ب.غ 3,13 11 4 ۰ )023 


سنبين مرة أخرى كيف أن المقدمات تظهر على كل سطر من البرهان. 
سنسمي УЙ‏ متتالية الصيغ التي تمثل البرهان الصوري في المثال أعلاه كما 
يلي ,۰۵ «Ви Dio «Вә «Вв «Вә «В ¿Ds «Ва «Вэ D>‏ درقء бм «Ваз‏ 
(النتيجة). مجموعتا أرقام المقدمات الأصلية هما }1{ و «2р‏ أما مجموعة 
أرقام المقدمة المضافة (مقدمة ب.غ) فهي }3{. (نشير إلى رقم المقدمة 
المضافة يكون دائما هو رقم الخط الذي تظهر عليه لأول مرة). الصيغة 
المشتقة ,8 تم اشتقاقها من 8 وذلك لان ہم + ,8 صيغة تكرارية وإذن 
مجموعة مقدمات [у‏ تكون هي نفسها مجموعة أرقام مقدمات ,۰8 أي (1). 
الصيغة المشتقة Bs‏ تم اشتقاقها من و0 Ва‏ ذلك لان (Вэ А ра) + Ds‏ صيغة 
تكرارية وإذن مجموعة مقدمات Ds‏ تكون تساوي }1{ ن (3) = (1,3). 
الصيغة المشتقة [ تم اشتقاقها من 85 وذلك ОУ‏ مم ج ء8 صيغة تكرارية 
وإذن مجموعة أرقام مقدمات Bç‏ تكون هي نفسها مجموعة أرقام مقدمات s‏ 
أي (1,3). الصيغة المشتقة ру‏ تم اشتقاقها من د8 وذلك B: ОУ‏ ج :8 صيغة 


تكرارية وإذن مجموعة أرقام مقدمات фу‏ تكون هي نفسها مجموعة أرقام 
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مقدمات j‏ أي }2{. الصيغة المشتقة و8 تم اشتقاقها من ہم وذلك لان 
Bs‏ ج 87 صيغة تكرارية وإذن مجموعة أرقام مقدمات Ва‏ تكون هي نفسها 
مجموعة أرقام مقدمات j;‏ أي (2). الصيغة المشتقة و8 تم اشتقاقها من 
الصيغتين Во‏ و Вв‏ وذلك Во ОУ‏ ج (Ве ۸ Вв)‏ صيغة تكرارية وإذن مجموعة 
أرقام مقدمات Вә‏ تكون }13{ ن (2) = (11,2,3. الصيغة المشتقة ور تم 
اشتقاقها من د8 وذلك لان [о‏ ج رم صيغة تكرارية وإذن مجموعة أرقام 
مقدمات 8,0 تكون هي نفسها مجموعة أرقام مقدمات «Вә‏ أي }2{. الصيغة 
المشتقة ,8 تم اشتقاقها من 8,0 وذلك Ви ОУ‏ + ورم صيغة تكرارية وإذن 
مجموعة أرقام مقدمات ,8 تكون هي نفسها مجموعة أرقام مقدمات «Во‏ أي 
(2). الصيغة المشتقة 8,2 تم اشتقاقها من الصيغتين م6 و ,6 وذلك ОУ‏ 
(В. ۸ Ви) — 2‏ صيغة تكرارية وإذن مجموعة أرقام مقدمات 8,2 تكون 
}1,3{ ب }2{ = (1,2,3). الصيغة المشتقة Ваз‏ تم اشتقاقها من الصيغتين Во‏ 
و ро‏ وذلك لأن Bu‏ ج (Во ۸ Во)‏ صيغة تكرارية وإذن مجموعة أرقام 
مقدمات ررق تکون }1,2,3{ له }1,23{ = (41,2,3. على الخط 14 استخدمنا 
قاعدة البرهان الغير مباشر ومقدمة (ب.غ) L‏ تقع على الخط 3. لقد تم اشتقاق 
الصيغة المتناقضة 815 5 على الخط 13 ومجموعة أرقام المقدمات على هذا 
الخط هي )023 وهكذا فان الصيغة على الخط 14 تكون | (Ba)‏ 
ومجوعة أرقام مقدماتها }1,2,3{ - (3) = )41,2 

يظهر البرهان غير المباشر عموما على شكل ثلاث حالات كما هو مبين 
أدناه. 
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الحالة الأولى: 

لبرهان АЙ‏ مبرهنة مطلوبة K — L‏ حيث K‏ شرطها L s‏ نتيجتهاء نقوم 
عوضا عن ذلك ببرهان صدق القضية ×| + K)‏ 11.8). أي نقوم بافتراض 
نفي L) L‏ ]( وبعد ذلك وباستخدام L‏ ] وکا يتم برهان 112. وبما أن KƏL‏ 
تکافئ (]L A K) + ]K‏ فإننا نكون قد برهنا L‏ ج K‏ المطلوبة. جدول الصدق 
أدناه يبرهن التكافؤ المذكور وذلك ببرهان أن: 
L) @ ((]L A K) + 1‏ ج )جه صيغة تكرارية. 


لكك حصنت نكا 


т T 
F F 
T T 
T T 
الحالة الثانية:‎ 


لبرهان أية مبرهنة مطلوبة K — L‏ حيث K‏ شرطها L s‏ نتيجتهاء نقوم 


عوضا عن ذلك ببرهان صدق القضية L A K) Ə L‏ ](. أي نقوم بافتراض 






TIT F 






تفي L) L‏ ]( وبعد ذلك وباستخدام L‏ [ و× يتم برهان 1 ويما أن L‏ ج K‏ 
تكافئ L‏ ج L A K)‏ ]( فإننا نكون قد برهنا L‏ ج K‏ المطلوبة. جدول الصدق 
أدناه يبرهن التكافؤ المذكور وذلك ببرهان أن: 

L) > (]L A K) + L)‏ ج o»)‏ صيغة تكرارية. 
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Т 





LAK Полк)» 
F T T 


F 






الحالة الثالثة: 

لبرهان АД‏ مبرهنة مطلوبة L‏ ج K‏ حيث K‏ شرطها L s‏ نتيجتهاء نقوم 
عوضا عن ذلك ببرهان صدق القضية (11А К) + (RA ] R)‏ أي نقوم 
بافتراض نفي L) L‏ ]( وبعد ذلك وباستخدام با | وکا يتم برهان صيغة 
متناقضة Las .8 ۸ ] R‏ أن L‏ ج K‏ تکافی K) > (R A ]R)‏ 1.8[ )2ه فإننا 
نكون قد برھتا K — L‏ المطلوبة. جدول الصدق أدناه يبرهن التكافؤ المذکور 


وذلك ببرهان أن: (R A | R)‏ ج K)‏ ۸ 1 [)) جه (1 ج ) <8 Азыл‏ 
تكرارية. 


[Kal RAR اع اع‎ 
Е 








| اب ب ب ب m m‏ = ہپ 


مرا ب ہو بم يم = = 
داب = ب ب ہے و بے = 
]اہ ب ب و ب ب 3 3 
د ص بب ооп‏ صا یو بب = 
بم با ب ب بم بم بم بم 


т 
T 
T 
T 
T 
T 
T 
T 
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لقد توصلنا أعلاه إلى المتكافئات الثلاثة التالية: 


Полк) > ۴ (1)‏ .ا جک 
)2( ناج (ЛЮ)‏ با جہ> 
Ко (АК) > (КАЛК) (3)‏ 


وهكذا فحتی نبرهن أن К — L‏ صادقة فيكفي أن نبرهن صدق إحدى الصيغ: 
.(]LAK)Ə>(RA]R) (ILAK)—>L (]LA K) > ۴‏ 
Lo‏ أنه في كل الحالات أعلاه یستخدم نفي النتيجة فيقال أن المبرهنة قد برهنت 
بواسطة (البرهان غير المباشر). يستخدم البرهان بدون معرفة المنطق 
الرياضيء ولکن بدون المنطق الرياضي لا يمكن إثبات صحة البرهان. 

إذا كان شرط المبرهنة المطلوبة (К)‏ هو وصل لقضيتين» أي أن 
المبرهنة على الشكل L‏ ج )K A К.)‏ فإن صدقها يمكن برهانه باستخدام 
المتكافئة: 
(AK)— Le (ILA )) ۸ К) > 1К)) (1)‏ 
آو 
(LA 06:۸ (+ Тк) (2)‏ ناج (АК‏ 
يمكن برهان هاتين المتكافئتين بأستخدام جداول الصدق وذلك ببرهان (علی" 
الترتیب) أن: 
(ILA (I A куэ 1к)) (1)‏ ج> زاح К)‏ ۸ )) صيغة تکر ارية. 
К) > L) ө (ILA ) ۸ К) — 1۸2( (2)‏ ۸ )) صیغة تكرارية. 
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يمكن إجراء تعمیم لیشمل الحالات التي يكون فيها شرط المبرهنة هو 

وصل لأكثر من قضيتين. 
2 الاتساق وعدم الاتساق Consistency and Inconsistency‏ 

نقول أن مجموعة من مجموعة من الصيغ تكون متسقة إذا لم يكن 
بالإمكان اشتقاق صيغة متناقضة منها. إذا رمزنا لمجموعة الصيغ بالرمز Г‏ 
وبالرمز » لأية صيغة فيمكننا كتابة تعريف الاتساق المذكور رمزيا كالتالي: 
ала‏ سر Д)‏ لا بقرر)» حیث а‏ أية صيغة. 

С‏ (مه... ,وه D = (ou,‏ حيث أن م»... ,00 ,0۱ هي الصيغ. إذن حتی 
تكون Г‏ متسقة فيجب أن تكون: 
Ala‏ ص م... ,002 ,01« حيث » أية صيغة. أي أن : 
...A ал) > (a A Та)‏ يه (ол A‏ )1( 

ليست صيغة تكرارية. وبما أن تالي هذا الاستلزام كاذبا دائما فإذن حتی 
لا تكون )1( صيغة تكرارية فيجب أن يكون مقدمها مہ ۸... ۸ ۸»2,» صادقا. 
أي أن جميع المعطوفات م»,... ,مه ац,‏ يجب أن تكون صادقة» وهكذا یمکننا 
أن نقول: حتى تكون مجموعة من الصيغ متسقة فيجب أن تكون جميعها 
صادقة في نفس الوقت. وهذا شرط كافي لاتساقها. 

مجموعة من الصيغ تكون متسقة إذا وفقط إذا أمكن تعيين قيم صدق 


متغيراتها القضائية بحيث تكون جميع الصيغ صادقة في نفس الوقت. 
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لنرمز للقضية (مجموعة من الصيغ تكون متسقة) بالرمز К‏ وللقضية 
(يمكن تعيين قيم صدق لمتغيراتها القضائية بحيث تكون جميعها صادقة في 
نفس الوقت) بالرمز ۔ا۔ ON‏ يمكن كتابة المبرهنة على شكل استلزام ثنائي 
.K — L‏ سنبرهن K — L‏ أولا ثم نيرهن K‏ ج-.ا. 
البرهان 11 سنبرهن صدق L‏ ج K‏ وذلك ببرهان صدق مکافاتھا »1 [ .]L S‏ 
لتكن مجموعة الصيغ (مه... ,يه ,ر») = Г‏ ولنفرض АЎ‏ لا يمكن تعيين قيم 
صدق المتغيرات القضائية في ۲ بحیث تكون جميع الصيغ صادقة )11( 
وإذن يكون لوصل А...Ла,‏ ديه ۸ به كاذبا. МЖА;‏ يكون الاستلزام 
»ا ۸ ج (مه ۸... A‏ يه ۸ ر» ) صيغة تكرارية АМ)‏ سيكون على الشكل 
.(F— F‏ وهكذا يكون taala‏ م0... ,01,00 ۰ أي أنه يمكن اشتقاق صيغة 
a:‏ ونفيها 0[ من مجموعة الصيغ وبالتالي تكون مجموعة الصيغ غير متسقة 
(бк)‏ 
البرهان 2 : سنستخدم طريقة البرهان المباشر في برهان К‏ ج ب1. نفرض أنه 
يمكن تعيين قيم صدق للمتغيرات القضائية بحيث تكون جميع الصيغ صادقة 
في نفس الوقت. أي أن مه ۸... ۸ 2» ۸ » صيغة تكرارية. 
وإذن تكون (10 ۸ ) э‏ (ږ» ۸... ۸ ده ۸ ) كاذبة. 
أي أن ۸10 عل مه... ,جه ,ره وبالتالي تكون مجموعة الصيغ متسقة(K).‏ 
مثال: حدد فیما إذا كانت الصیغتان التاليتان متسقتين أو غير متسقتین: 

Кә )11۸1۸۸(‏ :رہ KA L,‏ نه 
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الحل: سنحاول البرهان على اتساق оу‏ و یه وذلك بتعيين قیم صدق 
للمتغیرات القضائية M +L «К‏ بحيث تكون оу‏ و وه صادقتين. حتى تكون 
о,‏ صادقة فیجب أن تكون K‏ صادقة و] صادقة. حتى تكون مه صادقة وبما 
أن K‏ صادقة فيجب أن تكون با | و |м‏ صادقتین؛ أي أن L‏ يجب أن تكون 
كاذبة Му‏ يجب أن تكون كاذبة. وهكذا وصلنا إلى طريق مسدود: L)‏ يجب أن 
تكون صادقة وكاذبة في نفس الوقت). إذن لا يمكن تعيين قيم صدق للمتغيرات 
القضائية بحيث تكون به و وه صادقتين. إذن فهما غير متسقتين. سنضع 
هذه المناقشة على شكل برهان صوري كما يلي: 


البيرهان 
KAL Р‏ 1 )0 
مم K— (L AIM)‏ .2 )2 
التبسیط ,1 з. K‏ }1{ 
الوضع 2,3 lLAI1M‏ .4 )1.2( 
التبسيط ,4 IL‏ .5 }1,2{ 
التبسيط ,1 tu 6. L‏ 
العطف 5,6 ` ۸1 .7 }1,2{ 


البرهان الصوري أعلاه рын‏ إمكانية اشتقاق صيغة а‏ (هي (L‏ ونفيها بآ من 
الصيغتين C,‏ و هه أي أنهما فعلا غير متسقتين. 

للبرهنة على اتساق الصيغ بطريقة جداول الصدق يكفي أن نجد سطر 
واحد على الأقل في جدول صدق الصیغ تمتلك فيه كل مقدمة القيمة 7 (أي 
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أنها صادقة). وهكذا فإن عدم وجود أي سطر تكون فيه جميع الصيغ صادقة 
يعني عدم اتساق هذه الصيغ. 

مثال 1: الصيغ L‏ ج K‏ ہا K V L, K A‏ متسقة وذلك لوجود سطر واحد على 
الأقل (هنا السطر الأول) تكون فيه جميع الصيغ صادقةء كما هو она‏ في 


الجدول. 
ра‏ 


T Е 
Т Е 
Е Е 


مثال 2: الصيغ با | ]L— 1, КУТ,‏ غير متسقة وذلك لعدم وجود أي 
سطر تكون فيه جميع الصيغ صادقةء كما هو مبين في الجدول أدناه 








98 


2 10 المبادئ العامة للتوصل إلى البراهين الصورية 

إن البرهان عملية ذهنية وبالتالي لا توجد أفضل طريقة نستطيع أن 
ننصح بها للتوصل إلى البرهان الصوري لأنه توجد أكثر من طريقة واحدة. 
ولكن الوصول إلى أسهل وأكثر اختصارا لبرهان صحة صورة حجة ما يعتمد 
بالتاکید على تركيب نتيجة صورة الحجة. أي هل أنها: متغير قضائي نفي؛ 
وصل» فصلء استلزام» استلزام ثنائي؟. سنورد أدناه مبادئ عامة نراها مفيدة 
من اجل التوصل إلى البراهين الصورية. 
)1( إذا كانت النتيجة متغير قضائي N‏ أو نفي المتغير القضائي ]N‏ ولم يكن 
البرهان المباشر واضحا نستخدم البرهان غير المباشر وذلك بإضافة نفي 
النتيجة واشتقاق صيغة متناقضة. 
)2( 13 كانت النتيجة وصلا M A N‏ نبرهن كل من المعطوفتين حسب )1( ثم 
نستخدم قاعدة العطف. 
)3( إذا كانت النتيجة فصلا M V N‏ نبرهن إحدى المفصولتين ثم نستخدم 
قاعدة الجمع. 
)4( إذا كانت النتيجة استلزاما N‏ ج M‏ نستخدم البرهان الشرطي وذلك 
بإضافة المقدم M‏ إلى المقدمات الأصلية واشتقاق التالي -N‏ 
)5( إذا كانت النتيجة استلزاما نتائیا Мө N‏ نبرهن MƏN‏ وج( حسب 
)4( ثم نستخدم قاعدة الاستلزام الثنائي. 
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2 اكتشاف البراهين الصورية 

لقد لاحظنا وجود نوع من الصعوبة لدى الطلبة عند برهان صحة 
حجة» وعلى وجه الخصوصء ليس واضح لديهم من أين يبدؤون وكيف 
يستمرون للوصول إلى النتيجةء وبعبارة أخرى هم يعانون من صعوبة اکتشاف 
المتتالية المطلوبة من الصيغ؛ والتي تمثل البرهان الصوري. وبشكل أدق؛ لا 
يعرفون ما هي الصيغة التي يبدؤون بها وما هي قواعد الاشتقاق» التي يجب 
تطبيقها على هذه الصيغة وعلى الصيغ الأخرى للوصول إلى النتيجة المثال 
التوضيحي التالي يبين طريقة اكتشاف البراهين الصورية في حساب القضايا. 
وتطبق الطريقة نفسهاء بخطوطها العامة في الفصل الخامس. 
مثال 
لنحدد صحة صورة الحجة التالية وذلك بإعطائها برهان صوري 
المقدمات : 10,0 K—>(LvM)L—N,M—N,N>—>‏ 
النتيجة : ]K‏ 
حتى نشتق IK‏ نرى أن المتغير القضائي K‏ موجود في المقدمة الأولى» 
وهكذا فیمکن اشتقاق 1[ من هذه المقدمة. ومن أجل ذلك يجب أن تكون لدينا 
الصيغة (L ۷ М)‏ | ونطبق قاعدة النفي التالي على المقدمة الأولى؛ 
أي يجب أن تكون لدینا 14 1,۸[ المكافئة إلى (L v М)‏ [. ومن أجل ذلك 
يجب أن تكون لدينا ]L‏ و ]M‏ ونطبق قاعدة العطف. 
)1( 1| <¿ الحصول عليها من المقدمة الثائيةء إذا كانت لدينا ]N‏ وبتطبيق 
قاعدة نفي التالي. 
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]M (2)‏ يمكن الحصول عليها من المقدمة الثالثة» إذا كانت لدينا ]N‏ وبتطبيق 
قاعدة نفي التالي. 

ومن أجل الحصول على ]N‏ فيجب أن تكون لدينا 0[ [ ونطبق قاعدة نفي 
التالي على 10| والمقدمة الرابعة. وحتى يكون لدينا 110 فيجب أن تكون 
لدينا 0 ونطبق قاعدة النفي المزدوج على 0. 

الآن نلاحظ أن O‏ تكون لدينا وهي المقدمة الخامسة. 

مما ورد أعلاه сый‏ لنا أن متتالية الصیغء التي تمثل البرهان الصوري 
المطلوب هي : 

1 نشتقها من المقدمة الخامسة بتطبيق النفي المزدوج. 

2 نشتقها من 110 والمقدمة الرابعة بتطبيق نفي التالي. 

3 نشتقها من 71[ والمقدمة الثالثة بتطبيق النفي التالي. 

4 نشتقها من ]N‏ والمقدمة الثانية بتطبيق النفي التالي. 

5 م ,]| نشتقها من 1| و |м‏ بتطبيق العطف. 

(L v 6‏ ] نشتقها من ]L ۸ ]M‏ بتطبيق دي مورغان. 

7 (النتيجة) نشتقها من (L v M)‏ |والمقدمة الأولى بتطبيق النفي التالي. 
يجد القارئ البرهان الصوري الكامل لهذا المثال في حلول تمارين هذا الفصل. 


2 12 تمارين 
)|( حدد فيما إذا كانت كل صيغة مما يأتي: تكرارية» متناقضة أم عارضة. 


٦×۷ را‎ e (IK A 1D (2) [1 K (1) 
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(Куу IL (4) (K V L) (УК) (3) 

K+ DAK +> LD) (6) “(KA]K)Ə (L V ]L) (5) 

(K+ L)— دبا‎ 1K) (7) 

(Ы)‏ في کل زوج من الصیغ التالية وباستخدام جداول الصدق حدد فیما إذا 


كانت : 

(ب) = )( 

() = (ب) 

(ب) © () 

لیس أيا مما ذكر. 

K ۷ L )ب(‎ 1к-1 () (1) 

KA (ب) ماج‎ K> L (Î) (2) 
L + R (ب)‎ (K — L) ۸ (L ¬+ R) (Î) (3) 

(KV L) V 18 (ب)‎ :1 V (L V B) )( (4) 
(KAR) ¬+ 18 )ب(‎ «К> К) R )( (5) 
(e) 


(1)جد صيغة تحوي الرابطین | ۰ ۷ فقط وتكون مكافئة إلى 
млм‏ را[ 11۸) 
)2( جد صيغة تحوي الرابطین ! ۰ ۸ فقط. وتکون مكافئة إلى 


[> ج-]) ب‎ М) 
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)3( جد صيغة تحوي الرابطين |« ۷ فقط وتكون مكافئة إلى L‏ جه K‏ 
)4( جد صيغة تحوي الرابطين ]‹ ۸ فقط وتكون مكافئة إلى 
M‏ جه (] یب (K‏ 
)5( جد صيغة تحوي الرابطین [ء + فقط وتکون مكافئة إلى (LAM)AK‏ 


(د) ترجم أزواج القضايا التالية إلى لغة حساب القضايا ثم بين باستخدام جداول 
الصدق إن كانت متكافئة (المصدرء افلاطون النواميس)! 

)1( )|( إذا کان شيء ما ¿bas‏ فإنه ذو روح» وإذا كان ذا روح» كان متحركا 
بذاته. 

(ب) إذا كان شيء ما متحركا بذاته» فإنه ذو روح» وإذا كان ذا روح كان 
А‏ 


(i) (2)‏ 13 كانت الروح متحركة بذاتها وكان کل ما هو متحرك بذاته مصدر 
التغیر كانت الروح مصدر التغير. 

(ب) لا يصدق القولان أن الروح ليست مصدر التغير وكذلك أن الروح 
متحركة بذاتها وأن كل ما هو متحرك بذاته مصدر التغير. 

)3( () إما أن تكون الروح ذاتها مصدر كل من الخير والشر أو أن تكون 
روح واحدة مصدر الخير وروح أخرى مصدر الشر. 

(ب) إذا لم تكن الروح ذاتها مصدر كل من الخير والشرء فإن روحا واحدة 
مصدر الخير وروحا أخرى مصدر الشر. 


: مقتبس عن د. كريم متي - المنطق الرياضيء مؤسسة الرسالةء بيروت 1979ء عن‎ Í 
Purtill, R, L. - Logic for philosofers , Harper & Row, Publishers, New-York, 1971. 
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(o)‏ برهن صحة أو خطا کل من الحجج التالية. 


JL >]K, جه نآ‎ M,K المقدمات‎ )1( 
1м ‚ النتيجة‎ 

LM, (КӨМ) المقدمات‎ (2) 
мәк النتيجة‎ 


(و) أعط براهين صورية مباشرة لكل من الحجج التالية: 


K ә (LVM), L>N, ММ, N— 10,0 المقدمات‎ (1) 
k النتيجة‎ 

Le(MAK) < M—> ]K المقدمات‎ (2) 

]L النتيجة‎ 

Кі. —M), IM المقدمات‎ (3) 

K vI النتيجة‎ 


)1( 13 كان الموت انفصال الروح عن الجسم فإنه إذا كانت الروح قادرة على 
الوجود مستقلة عن الجسمء فإن الروح تصبح حرة حين يموت الجسم. إذن إذا 


' مقتبس عن المصدر السابق. 
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لم يكن من الصدق أن الروح تصبح حرة حين يموت الجسم» فإما أن لا یکون 
الموت انفصال الروح أو أن الروح لا تستطيع أن توجد مستقلة عن الجسم. 
)2( إذا فسدت الروح حين يفسد الجسم؛ فإنه ينبغي أن نخشى الموت» ولكن إذا 
لم تفسد الروح حين يموت الجسم» فهناك أمل. وبطبيعة الحال UJ‏ أن تفسد 
الروح حين يموت الجسم أو لا تفسد. من هذا يلزم أنه إذا لم يكن هناك أمل» 
فانه ينبغي أن نخشى الموت. 

)3( إذا ألقيت أسئلة على الناس بصورة صحيحة»ء فانهم يظهرون معرفة لم 
يكتسبوها في هذه الحياة. وما كان في مستطاعهم أن يفعلوا ذلك» لو أنهم لم 
يكتسبوا معرفتهم في حياة سابقة. وإذا اكتسبوا معرفتهم في حياة سابقة» فإنه 
يمن البرهنة على أن الروح يمكن أن توجد مستقلة عن الجسم.وعليه إذا ألقيت 
أسئلة على الناس بصورة صحيحة فإنه يمكن البرهنة على أن الروح يمكن أن 
توجد مستقلة عن الجسم. 

)4( إذا كانت الروح تشبه نغما يعزف على АЙ‏ موسيقية؛ فإنه لا يمكن أن توجد 
الروح قبل أن يوجد الجسم. ولكن إذا كانت الحجة المستندة إلى التذكر قوية» 
فإن الروح قد وجدت قبل أن يوجد الجسم. وإذا كانت الروح قد وجدت قبل أن 
يوجد الجسمء فإن الروح يمكن أن توجد قبل أن يوجد الجسم. وعلیه» فإما أن 
الحجة المستندة إلى التذكر ليست قوية أو أن الروح ليست Las‏ عزف على АЙ‏ 


موسیفیه. 
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(c)‏ ترجم إلى اللغة الرمزية لحساب القضايا كلا من الحجج التالية وحدد 
صحة كل حجة. إذا كانت الحجة خاطئة أعط مثالا مضادا وإذا كانت صحيحة 
أعط برهانا صوريا. 

(1) إذا لم أذهب لقضاء إجازتي أو القيام بعمل إضافي فإني سابيع سيارتي 
وأكسب بعض المال. إذن» ساذهب لقضاء إجازتي أو سأبيع سيارتي. 

(2) إذا فازت الجزائر أو سوريا بکاس العرب لكرة القدم فإني أكون سعيدا 
وأقيم احتفالا. إذن» إذا فازت الجزائر بکلس العرب لكرة القدم فإني أكون 
سعیداء 

)3( علي يذهب إلى المكتبة أو سالم وفاطمة يذهبان إلى المكتبة. إذا ذهب علي 
الى المكتبة فان فاطه.ة تذهدب إلى المکنبة. إذن» فاطمة تذهب إلى المکتیة. 

)4( إذا تغیب أحمد عن دروس المنطق أو تهاون في مراجعة دروسه فإن أحمد 
یرسب أو بطرد من الجامعة. إذا تهاون آحمد في مراجعة دروسه أو رسب 
فإنه سیشعر بالاهانةء لن يشعر أحمد بالإهانة وسیتفیب عن دروس المنطق. 
إذن» سيطرد أددد من الجامعة. 

(5) إذا هرب سالم من بيته فإنه ليس بريئا من التهمة الموجهة إليه أو لن يكون 
أمنا من القبض عايه. اذا كان سالم بعيدا عن مكان الجريمة АЗА‏ برنيء. إذا 
کان سالم Чоу‏ فانه سيكون آمنا سن =й‏ عليه. سالم بعيد عن مكان 


الجريمة. إِان: لن یورب سالم من بيته. 
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)6( 13 أقام علي УШ ы)‏ بمناسبة نجاحه فانه بنيدعي للاحتفال سمير وفائزة. 
إذا دعا علي سمير' أو فائزة فانه يجب أن يدعي أحمد. إذن» إذا أقام علي 
احتفالا بمناسبة نجاحه فإنه يجب أن يدعي أحمد. 


(ط) حدد صحة كل من صور الحجج التالية. إذا كانت خاطئة أعط مثالا 
مضادا وإذا كانت صحيحة أعط برهانا صوریا. 


(1) المقدمات 
0٥۸ O), ]B > D‏ ۷ ط18 
النتيجة сур‏ 
(2) المقدمات 
В) ЕС‏ جد (С> A) A (А‏ 
النتيجة 8 
(3) المقدمات 
IK,]K > 1L, M‏ جہ (MAIL)‏ 
النتيجة K‏ 
(4) المقدمات 
و ده[ BV IC,‏ رہہ 8) A—‏ 
النتيجة р‏ 
(5) المقدمات 
B 1)1۸ ۸ 0(‏ ,مجه 8 ,77/0 0,16 جدم 
النتيجة A+B‏ 
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(6) المقدمات 
۸ جہ (АЛ В) > (СУ р), (ЕЛВ)‏ 


(ЕЛВ) —(C V р) النتيجة‎ 
المقدمات‎ )7( 
R> )2 ج‎ Х), Кә (12-5), 16 0, 7778 
XVO النتيجة‎ 
المقدمات‎ )8( 
رطم م)‎ э م])‎ 1С), E> A 
(ЕЛС) (D V ]B) النتيجة‎ 


(ي) أعط برهانا شرطيا لكل من صور الحجج التالية: 
(1) المقدمات K—Ə(LVM), МӘК‏ 

NƏ (йәм) النتيجة‎ 

(KVIL)+ ۸۸, мәм المقدمات‎ )2( 
NƏ(KAD النتيجة‎ 

K—(LAM), (NVL) ۸۸۸-0 المقدمات‎ (3) 
кэ 0 النتيجة‎ 


(ك) برهن النتائج التالية من المقدمات وذلك باستخدام طريقة البرهان غير 
المباشر : 
)1( المقدمات 1А > (ВУС„СУРр,1ВУ]р‏ 


108 


النتيجة 
(2) المقدمات 
النتيجة 
(3) المقدمات 
النتيجة 


АУС 


A ¬ (DA E), СУЕ, С (AAÎD) 
ЕЛІС 


ТА» مدق‎ С.А эр,в 1С, АУВ 
AAD 


(J)‏ املأ نقص المعلومات في كل من сыйл ый‏ الصحيحين التالیین: 


() 


ел рај 


ё 


البرهان 

(L> М) А (В > A) 
LAB 

L—+ M 

(В ~» А)А (1. M) 
8 هب‎ 

1; 

M 

BAL 

B 

A 

MAA 

(LA В) + (MAA) 
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ارقام 
الخطوط 


ма اب‎ N 


ہہ جم 


ارقام 

المقدمات 
ü)‏ 
}2{ 


(2) 


ارقام ‏ أرقام 
السیسب البرهان الخطوط المقدمات 
к> (МУШ ё‏ .1 (ا) 
O 2. (IL> 10( лмо) е‏ 
(مقدمة ب.غ) م K‏ ,23 .)3( 

4. ۱0۷ 

5. 101۸ 

б. 10516 

6 ج 1۸۸ .7 

8. 16 

9. G 

10. GA]G 

11. ]K 


(م) ترجم إلى لغة حساب القضایا کل من القضايا التالية ثم حدد فيما إذا كانت 
متسقة أم غير متسقة. إذا كانت متسقة فعين قيم صدق للمتغيرات القضائية 
بحيث تكون جميع القضايا صادقة» وإذا كانت غير متسقة فاعطي برهانا 
صوريا لصيغة متناقضة. 


)1( إذا فسدت الروح حين يموت الجسم» АА‏ ينبغي أن نخشى الموت. 
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إذا لم تفسد الروح сна‏ يموت الجسم فان هناك أمل. تفسد الروح حين يموت 
الجسم أو لا تفسد. 

(2)إذا تخرج أحمد علي من الجامعة» فان أحمد أو علي سيحصلان على 
عمل.إذا حصل أحمد على عمل» فان علي لن يحصل. وإذا تخرج علي من 
الجامعة» فإن أحمد لن يتخرج. لن يتخرج أحمد من الجامعة ولن يتخرج علي 
من الجامعةء ولكن أحمد أو علي سيحصل على عمل. 

(3)إذا كان sa<b‏ > فان > . إذا كان 0 >2 و 8ء فان ас‏ 
إذا کان афь‏ و > نا ء فان ۰ و . ولكن ٭ > إذا وفقط إذا كان 5 > 2 


و >c‏ ا أو 0+027 


(ن) برهن اتساق أو عدم اتساق كل من مجموعات الصيغ التالية : 
K A]L (1)‏ ء K> (L vM)‏ 

кэ M>]L | اج‎ KA 10)2( 

Mv]N Le ع1[‎ Ke(LvM)« ۷ 10 Лум (3) 


INvK) ‹ 1к (мум) ‹ M ә м(4) 
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الفصل الثالث 
Formal Systems ۳ 1‏ 
السا of S Calculus канымы она‏ 
3 الأنساق الاستنباطية Deductive Systems‏ 
يتكون أي نسق استنباطي من مجموعة من المفاهيم غير المعرفة 
(الأولية) والتي يتم بواسطتها تعريف مفاهيم أخرى في النسق؛ غير أولية 
(معرفة) ومن مجموعة من القضايا يتم تقبلها بدون برهان وتدعى البديهيات. 
باستخدام المفاهيم المعرفة وغير المعرفة والبديهيات يتم برهان قضايا النسق 
الأخرى والتي تؤلف مجموعة المبرهنات. والأنساق الاستنباطية يمكن أن 
تكون رياضية» فيزيائية (جزء من الفيزياء) أو نسق لعلم الحياة'. 
1. مجموعة المفاهيم الأولية Set of Premitive concepts‏ 
توجد ضرورة لأخذ بعض المفاهيم بدون تعريف. سنوضح هذه 
الضرورة بالمثال التالي: لناخذ تعريف مفهوم (العدد الأولي) وهو (عدد 
صحيح أكبر من 1 ولا يقبل القسمة على أي عدد صحيح موجب عدا نفسه 
والعدد 1). هذا التعريف يربط مفهوم (العدد الأولى) مع مفاهيم أساسية أكثر 
وهي: (عدد صحیح)» (موجب)» (العدد 1) و(يقبل القسمة). إن أي تعريف 
يربط المفهوم المعرف بمفاهيم أخرى. بعض أو جميع هذه المفاهيم الأخرى 


1Carnap, R.-Introduction to symbolic logic and its application, Dover publication, 
Inc. 1958. 
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يجب أن تعرف باستخدام مفاهيم أكثر وهكذا دواليك. من الواضح أن عملية 
التعريف يجب أن تتوقف في مكان ما لتجنب هذا التراجع اللانهائي أو أن 
نقضي کل وقتنا معرفين مفاهيم أكثر وأكثر ولن نستطيع بناء أية نظرية. 
إذن» يجب ترك بعض المفاهيم بدون تعريف وهذه هي المفاهيم الأولية. اما 
تحديد أي المفاهيم نعتبرها أولية فهي مسالة اختيارية تخص واضع النسق» 
أي أنه حر في اختيار مفهومه (أو مفاهيمه الأولية). 
2 مجموعة البديهيات Set of Axioms‏ 

إن بناء النسق الاستنباطي يحتم أيضا عدم الاستمرار ببرهان قضية 
بواسطة قضية (أو قضايا) أخرى وهكذا دواليك. لتجنب هذا التراجع 
اللانهائي يجب تقبل قضية (أو قضايا) بدون برهان ونسميها البديهيات. ما 
تحديد أي القضايا نعتبرها بديهيات فهي مسألة اختيارية تخص واضع النسق» 
أي أنه حر في اختيار بديهياته ولا يعود هذا الاختيار إلى وضوحها بذاتها 
كما يعتقد البعض عن جهل. إن العديد من الأنساق الاستنباطية تبدأ بمجموعة 
بديهيات مختلفة عن بعضها البعض. 

لقد ظهرت أنساق استنباطية لاإقليدية استعملت نفي بديهية إقليدس 
للتوازي بديهية لها. فلقد قام العالم الروسي لوباتشفسكي والهنغاري بولياي في 
بداية القرن 19 بوضع النسق اللاإقليدي المسمى (هندسة القطع الزائد). نفس 
الشيء حدث بالنسبة إلى العالم ريمان الذي وضع نسقا هندسيا لاإقليديا آخر 
هو (الهندسة الإهليجية). 
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3 2 النسق الصوري Formal System‏ 
لقد كانت عملية الاشتقاق هدفا لدراستنا في الفصل السابق ومن أجل 
ذلك قمنا بترجمة القضایا إلى اللغة الرمزية لحساب القضایا وذلك من أجل 
دراسة العلاقات فیما بینها وهما علاقاتي (ينتج) و(یکافی). کذلك قمنا بترجمة 
الحجج إلى نفس اللغة الرمزية للحصول على صورها حتی تکون عملية 
تحدید صحنها ممكنة وسهلة المنال باستخدام جداول الصدق أولا ثم باستخدام 

البر اهین الصورية. 
إن ما سنقوم به الآن هو بناء نسقا استنباطیا صوریا ونقصد بصوریته حالة 
استخدام الرموز التي ليس لها أي معنی. الفرق بین النسق الاستنباطي 
والنسق الاستتباطي الصوري (اختصارا نقول (لنسق الصوري)) هو أن 
المفاهیم الأولية للنسق الصوري تکون رموز ليس لها أي معنی. أي أنها لا 
تحمل أي محتوی. آما بدیهیاته فهي صیغ تتكون حسب قواعد معينة ولا تمثل 
قضایا أبدا. كما أن مجموعة مبرهنات النسق هي صيغ أيضا. 

تظهر الاهمية الحاسمة للأنساق الصورية في المنطق إذا علمنا أنه 
ما لم يبن المنطق کنسق صوري فانه يكون من المستحیل على المنطق أن 
يبلغ هدفه. وذلك لعدم وجود طريقة آخری (غير بناءه کنسق) لتحدید فیما إذا 
كان المنطق تاماء أي أنه يحوي کل الصیغ الصادقة دائما وکذلك فیما إذا کان 


متسقاء أي يحوي أو لا يحوي صيغة ونفيها معا1. إن دراسة الأنساق 


۱ Hackstaft, L.H.-Systems of Formal Logic, D.Reidel publishing Co.Dordrecht-Holland, 
1966, p.11. 
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المنطقية تعتبر من المهام المركزية للمنطق1. سندرس في هذا الفصل نسقا 
صوريا لحساب القضايا محددين أدناه كيفية بناءه. 
مكونات النسق الصوري 

يكون النسق الصوري معرفا وذلك بتوفر ما يلي : 
(1) رموز النسق (أبجدية النسق). 
(2) صيغ هي عبارة عن مجموعة نهائية من تتابع لرموز النسق. يمكن 
تصور هذه الصيغ مثل كلمات وجمل لغتنا الصورية العادية. 
(3) مجموعة جزئية من الصيغ في (2) نسميها البديهيات. 
(4) مجموعة نهائية من قواعد الاشتقاق. قواعد الاشتقاق هذه تمكننا من أن 
نقرر فيما إذا كانت صيغة معلومة تنتج (تشتق) من مجموعة نهائية من صيغ 
معلومة أخرى. 
3. 3 النسق الصوري م 
مكونات النسق الصوري 7 
يكون النسق الصوري لحساب القضايا 8 معرفا وذلك بتوفر ما يلي : 
(1) رموز لانهائية للنسق (أبجدية النسق) وتتكون من : 
(i)‏ الحروف А,В,С,...‏ وهذه الحروف ودلائلها... ,ر8 ,8 ,... А\, А,‏ 
وندعوها المتغيرات القضائية. الرمزان | , ج وندعوهما الرابطين الأوليين. 
(ب) الرمزان ( و) وندعوهما قوس الإغلاق وقوس الفتح على الترتيب. 


Ë Haack, S.-Philosophy of logic, Cambridge University Press, 1999, ch. 1. 
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(2)مجموعة الصيغ التي تتكون حسب القاعدتين : 
(أ)المتغیرات القضائية في )1( تكون صيغا. 
(ب)إذا كانت » В,‏ صيغتان فان .10 وم ج о‏ صيغتين كذلك. 
تستخدم الأقواس بنفس الطريقة الموضحة في قواعد بناء الصيغ التي 
مرت بنا. 
(3)مجموعه بدیهیات النسق P‏ 
یوجد عدد لانهائي من البدیهیات وهکذا فلن نستطیم کتابة قائمة البدیهیات 
ولکننا سنعینها آدناه بواسطة ثلاثة أشكال بدیهیة! : 
إذا كانت » ,8, ү‏ أية صيغ فان الصیغ التالية هي بدیهیات النسق P‏ : 
شکل بديهية 1 (A)‏ 
رم جم) le э‏ 
شکل بديهية 2 (Аз)‏ 
ү )) Ə((e — В) — ) — ү))‏ 8-5( ج ®( .2 
شكل بديهي 3 (Аз)‏ 
эр)‏ ره + 18( з(1Вә1в) ә‏ 
(4)قواعد الاشتقاق 
قاعدة الاشتقاق المستخدمة في النسق 8 هي قاعدة الوضع فقط : من 


» و8 ج © نشتق B‏ حيث أن ©» В‏ أية صيغتان من Р‏ 


۱ — Аҳіат Schemes 
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إن سبب اقتصارنا على الرمزين | , ج في P‏ هو جعل اللغة 
الرمزية للنسق P‏ أكثر سهولة وحتى تكون مجموعة البديهيات و/أو قواعد 
الاشتقاق موجزة. فإذا نحن أدخلنا الرمز ۷ في رموز النسق فإنه سيتوجب 
علينا أيضا إدخال بديهيات لتتحكم في هذا الرمز ولتكشف علاقته مع الرمز 
ج بوضوح. 

إن مجموعة البديهيات أعلاه ليست هي المجموعة الوحيدة فيمكن 
اختيار مجموعة بديهيات أخرى ولكنها مناسبة من أجل برهان مبرهنتي 
الاستنتاج والتمام كبيرتي الأهمية. سنبين أدناه الطبيعة الاستنتاجية لنسق ҮР‏ 
تعريف 

(البرهان) في النسق P‏ هو متتالية منتهية من الصيغ : 
0 و ..., وا , 0 حيث أن أية صيغة ره هي بديهية أو صيغة مشتقة من 
الصيغ التي تسبقها في المتتالية وذلك باستخدام قاعدة الوضع. هذا البرهان 
هو برهان الصيغة م 0 في النسق P‏ وتسمى ۾ » مبرهنة النسق ۳. 

إذا كانت المتتالية المنتهية م ,0 , ..., 02 , 6۱ برهانا في النسق Р‏ 
و 0 К<‏ فان المتتالية Ок‏ , ..., 02 , 0 تكون أيضا برهانا في النسق P‏ 
لأنها تلبي تعريف (البرهان) وهكذا تكون OL k‏ مبرهنة في الئسق ۴. أن هذا 
يعني كذلك أن كل بديهيات النسق 7 هي مبرهنات فيه حيث يكون برهان 


كل بديهية من Р‏ عبارة عن متتالية ذات حد واحد هو البديهية نفسها. 
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إذا كانت Г‏ هي المجموعة المنتهية من الصيغ ( م 9 , ..., د , 04۱ ) فإننا 
نكتب سم 0 , ..., وه оц,‏ عوضا عن аа ) |В‏ انار (a, O2‏ 
للاختصار. إذا كانت Г‏ هي المجموعة الخالية ф‏ فان : 

 |- 8‏ إذا وفقط إذا كانت 8 مبرهنة. وعادة نحذف الرمز ۵ ونكتب8. 
وهكذا فان В‏ | يعني أن 8-إمبرهنة. نشير إلى أن الرمز-| لا ينتمي 
إلى رموز النسق P‏ وهکذا فان أي تعبير يظهر فيه هذا الرمز Y‏ يكن جزءا 


من P‏ فمثلا 8 -] قضية حول P‏ وهي أن الصيغة B‏ من مبرهنات ۳. 


(5) المبرهنات 
مبرهنة 1 : АЎ ۰ т а ә а‏ صيغة 
السپب البرهان آرقام 
الخطوط 

1 (аэ(аэв)әв))э(о э(@эо))э )» + а) (A) بديهية حسب‎ 
2 аэ(оэво)эва) (Ау) بديهية حسب‎ 
3 (e ج(ورموجہم )جد‎ (а ә о) 1,2 الوضع‎ 
۹ аэ(аэо) (А) بديهية حسب‎ 
5 q—e 3,4 الوضع‎ 


وذلك بالتعویض عن 0 به وعن 8 ب © ج 0 وعن 7 ب 6 في “Аз‏ 
وهكذا فان هذه الصيغة هي إحدى حالات J.A,‏ أما الصيغة رقم 2 فقد حصلنا 
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عليها وذلك بالتعویض عن » ب 8 وعن ‏ ب 0 + 0 وعن اب 0 في 
4ء وهكذا فان هذه الصيغة هي إحدى حالات ‚Ау‏ 
سنبرهن الآن أولى ما وراء مبرهنات! P‏ حيث آنها لا تنتمي إلى 
مبرهنات Р‏ ولها مفعول قاعدة اشتقاق. إنها (مبرهنة الاستنتاج) التي غالبا ما 
سنستخدمها في برهان مبرهنات النسق ۲. وللتوضيح نقول بأننا غالبا ما نقوم 
في الرياضيات ببرهان : إذا كان »© فان В‏ وذلك ببرهان 8 انطلاقا من .0. 
مبرهنة الاستنتاج The Deduction Theorm‏ 
إذا كانت همان فين 8 аә‏ ٣ء‏ حيث أن ٥‏ و 8 
صيغتان من P‏ و'1 مجموعة من صيغ ۳ ۰ ۲ يمكن أن تكون خالية. 
البرهان : سيكون هدا البرهان بواسطة الاستقراء”. 
الخطوة القاعدية : نفرض أن متتالية البرهان تتكون من حد واحد. هذا الحد 
یکون В‏ نفسها وهكذا فإما أن تكون B‏ من بديهيات P‏ أو أن ۵ عنصر في 
Гу» {о}‏ 
الحالة 1 
إذا كانت B‏ إحدى بديهيات ۴ فان برهان B‏ ج ٥‏ من оёз Г‏ 


š كالتالي‎ 


! _Metatheorms 


2 - Induction 
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البرهان 


B P بديهية‎ 
B— ) 0 ( Ау بديهية حسب‎ 

3 «әр 1,2 الوضع‎ 
г> В : وهكذا برهنا‎ 


الحالة 2 


13 كانت є Г‏ فان برهان ЭВ‏ » من Г‏ يكون كالتالي : 


البرهان 
عنصر من Г‏ 18 
بديهية حسب Ау‏ (0دم) ۵ 2 
الوضع 1,2 جه 3 


الحالة 3 

إذا كانت В‏ هي @ فإنه حسب المبرهنة 1 لدینا ‏ ج о‏ الذي 
يصلح لبرهان 0 Гола ә‏ وهنا أيضا لدينا Г — эВ‏ وهكذا 
تنتهي الخطوة القاعدية. 

لنفرض الآن أن برهان B‏ من } @{ Го‏ هو متتالية عدد حدودها 
п‏ حيث п‏ >1 وأن مبرهنة الاستنتاج تصح من أجل كل صيغة y‏ التي یمکن 
برهانها من ] [o‏ ں 1 عن طريق متتالية عدد حدودها أصغر من д‏ هنا 


توجد أربع حالات يجب أخذها بعين الاعتبار : 
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الحالة 1 
8 هي إحدى بديهيات 8. نبرهن b‏ » م Г‏ كما في الحالة 1 
أعلاه تماما. 
الحالة 2 
٣‏ ع ۵ . هنا أيضا نبرهن B‏ ج га‏ كما في الحالة 2 أعلاه تماما. 
الحالة 3 
8 هي ». وهنا أيضا كما في الحالة 3 أعلاه تماما. 
الحالة 4 
الحصول على B‏ یتم من صيغتين سابقتین لها في البرهان وبتطبيق قاعدة 
الوضع. هاتان الصيغتان يجب أن تكونا على الشكلين ۷ و В‏ ج 7 وكل 
صيغة من هاتين الصيغتين يمكن برهانها من 0( دا ] بواسطة مثتالیة عدد 
حدودها أصغر من n‏ في كل حالة إحذف حدود المتتالية الجزئية من متتالية 
البرهان الأصلية وما تبقى هو المثثالیة المطلوبة (راجم تعريف (البرهان)ء 
الفقرة الثانية). 
عندنا y‏ سا {е}‏ کت و 8 ج Го [а-у‏ وبتطبيق فرضية 
الاستقراء نحصل على: Ta — (Y> В): га — Y‏ 
إن البرهان المطلوب إلى эр‏ © من Г‏ يكون الآن كما يلي : 


Гоа әу برهان‎ 


برهان (7-6)ج- @ Гое‏ 


تی 


L+] (о —(Yy—B))>—>((@ — ү)—э(@ — B)) بديهية حسب و۸‎ 
L+2 (о ج‎ (+) — B) L, L+] الوضع‎ 
L+3 аә р k, L+2 الوضع‎ 


وهكذا نحصل على 8ج بمب ١‏ في الحالات الأربع. 
سنقوم ON)‏ ببرهان عكس مبرهنة الاستنتاج : 


- 


مبرهنه 
13 کان «әр‏ م r‏ فین [а-в‏ با ۲ ۰ حيث Вю.‏ 
صیغتان من ۰۳ ГЫ‏ فمجموعة من الصيغ من Р‏ (و يمكن أن تكون خالية). 
البرهان : هنا عندنا برهان ЭВ‏ » من Г‏ ونريد برهان 8 من 


: كالتالي‎ Га) 


برهان В‏ ب من ] 


K аә B 
K+] а Fola | عنصر من‎ 
K+2 p КК الوضع‎ 
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سنستخدم ул‏ هنة الاستنتاج كقاعدة اشتقاق في البر сда‏ التالي و 


مبرهنة 2 دج سا ج 8 В,‏ جہن 
البرهان 

° مجن 1 

2 Вәт 9 

(مقدمة مبرهنة الاستتتاج) م з а‏ 
الوضع 1,3 В‏ 4 

الوضع 2,4 1 5 
مبرهنة الاستنتاج 3,5 а ү‏ 6 


1) 
{2} 
{3} 
(1,3) 
{1,2,3) 
{1,2} 


لقد برهنا على الخط 5 الصيغة ү‏ من المقدمتين الأصليتين 1,2 ومن 
الاستنتاج كقاعدة اشتقاق تم برهان Y‏ ج- © المطلوبة من المقدمتين 


الأصليتين 2,1 فقط. 


نشير إلى أن مبرهنة 2 هي قاعدة الاشتقاق القياس الشرطي والتي 


سنستخدمها في برهان المبرهنات اللاحقة. 


مبرهنة 3 (В >), В- ау‏ بن 
البرهان 
(B — ү) г‏ جه 1 +1 
Ф 2 в 1‏ 
(مقدمة مبرهنة الاستنتاج) م а‏ 3 43% 
الوضع 13 6۲٦‏ 4 }$1,3 
الوضع 2,4 Y‏ 5 41,23 
مبرهنة الاستنتاج 3,5 «-›ү‏ 6 41,25 
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مبرهنة 4 وب | 1 


البرهان 

بديهية حسب Аз‏ (مبرم| (hollo) (Пе‏ 
مبرهنة 1 kk‏ 
مبرهنة 3 1,2 )0110( 
بديهية حسب Ар‏ )116-010-110 
القیاس الشرطي 3,4 Тозо‏ 

مبرهنة 4 هي أحد أشكال قاعدة الاشتقاق النفي المزدوج. 

مبرهنة 5 Па‏ ج هم 

البرهان 

1 (То ج(‎ (о-о) По) Аз بديهية حسب‎ 
2 Тоо 4 مبرهنة‎ 
3 (о-о) По 1,2 الوضع‎ 
4 а—э>(ТППш—о) Ау — Ау 
5 оэ о 3,4 القیاس الشرطي‎ 


المبرهنة 5 هي الشکل الآخر من قاعدة الاشتقاق النفي المزدوج. 


مبرهنة 6 ә (а ә B)‏ عام 

البرهان 
(مقدمة مبرهنة الاستتتاج) م 1 1 
(مقدمة مبرهنة الاستنتاج) م а‏ 2 
بديهية حسب аә (]B—o) Ау‏ 3 
То — (B— ko) Ау. Сыа Амыз‏ 4 
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س تم ييا + Q‏ 


الوضع 2,3 
الوضع 1,4 


الوضع 6,7 
الوضع 5,8 
مبرهنة الاستنتاج 2,9 
مبرهنة الاستنتاج 1,10 


مبرهنة 7 


Аз 
۸ بديهية حسب‎ 
1,2 الوضع‎ 
3,4 القیاس الشرطي‎ 
1,5 مبرهنة الاستنتاج‎ 


+a 
ہا جع‎ 
(18 (0جر(مج-۸]))جزہ|‎ 
(@В-о)эр 
В 
جم‎ 

B)‏ ج (а‏ جا 


رقدےم) ج )18-10( م 


البرهان 
ا بو[ 
(018-10)-(08-)-р)‏ 


а ә (@В-о) 
(рәо)эр 
زاجم‎ 


(جم)جر(ہ|+-16) 


المبرهنة 7 هي أحد أشكال قاعدة الاشتقاق عكس النقيض. 


مبرهنة 4 

القياس الشرطي 1,2 
مبرهنة 5 

القياس الشرطي 3,4 
مبرهنة 7 

الوضع 5,6 
مبرهنة الاستنتاج 1,7 


—(e—BD) ә (]B— le) 
البرهان‎ 


بو 
а‏ جين[ | 
llo В‏ 
2 
Тев‏ 
(ہ آجم )جرم (Тоа‏ 
Вә] а‏ 1 
(ор) (1819)‏ 
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مم لم يي & Q‏ ہی لد مو 


مم رہم ين + ہا ہی 


المبرهنة 8 هي الشكل الآخر لقاعدة الاشتقاق عكس النقیض. 


مبرهنة 9 


Ka—B))‏ 18( جم سم 


بتطبيق مبرهنة الاستنتاج مرتين على قاعدة الوضع : 


В‏ —| جح ره تحصل على (مج(قجم))ہو- 


تطبيق مبرهنة الاستنتاج مرتين 
على الوضع 

عكس النقيض 

القياس الشرطي 1,2 


مبرهنة 10 


فرضية مبرهنة الاستنتاج 
فرضية مبرهنة الاستنتاج 
مبرهنة 8 

الوضع 13 

مبرهنة 8 

الوضع 2,5 

بديهية حسب Аз‏ 

الوضع 6,7 

الوضع 4,8 

1-9 

مبرهنة الاستنتاج 10 
مبرهنة الاستنتاج 11 


البرهان 


e—((e—B)—D) 


(08) جم )جرم‎ ko—B) 
جحو[)جحى‎ )»¬+6(( 


| (к—В)—> (قبر(قجےم|)‎ 


البرهان 
Bp‏ ےم 
Лов‏ 
(ар) (18-71)‏ 
1-1 
Со—>рВ)—э>(13-—> По)‏ 
J] Пе‏ 
По)-(18-10)-р)‏ 18( 
10)-әВ‏ 18( 


В 
(а) кәр) 


0-р)‏ کوج 
(0-р) (По р)р)‏ 
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о — a يبا + ہا‎ о ہے‎ 


КЫ اس‎ y 
هک و سا نم‎ 


4.3 استقلال الأشكال البديهية للنسق Independence of P‏ 
Axiom schemeos of system P‏ 
نقول عن الأشكال البديهية لنسق ما بأنها مستقلة إذا کان من 
المستحيل برهان أيا منها من الأشكال البديهية الأخرى باستخدام قواعد 
اشتقاق النسق. ولكنه لن يكون عملي محاولة برهان استقلال شكل البديهية 
الأولی,۸؛ مثلا من النسق P‏ وذلك بفشل إمكانية برهانها من الأشكال 
البديهية الأخرى. ولهذا فسنتبع ما يلي : 
لتكن شكل البديهية Ал‏ هي المطلوب برهان استقلالها عن الأشكال 
البديهية الأخرى. إذا أمكننا تبيان أن الأشكال البديهية الأخرى تمتلك صفة 
تركيبية! معينة تحافظ عليها قاعدة اشتقاق النسق وكانت .م۸ لا تمتلك هذه 
الصفة فان Аһ‏ تكون مستقلة عن الأشكال البديهية الأخرى للنسق ۶. ذلك 
أنه لو كانت شكل البديهية ۸ غير مستقلةء أي أنها صيغة يمكن برهنها من 
الأشكال البديهية الأخرى بتطبيق قاعدة اشتقاق النسق» لوجب أن كل صفة 
نتصف بها الأشكال البديهية الأخرى وتحافظ عليها قواعد الاشتقاق» تتصف 
بها А‏ كذلك. 


وعليه فسنجد مجموعة М‏ من الأعداد الطبيعية» ثلاثة أو أكثر 
وسنختار منها عددا معينا نسميه القيمة الممتازة تكون قيمة دائمة للأشكال 


البديهية المغايرة إلى ,۸. كما أن قاعدة الاشتقاق (الوضع) تحافظ على هذه 


' - Syntactic 
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القيمة الممتازة ومع ذلك لا تكون هذه القيمة الممتازة قيمة دائمة إلى ‚Аш‏ 
وإذن تکون Ал‏ مستقلة. 


إن هذه الطريقة المتبعة في برهان الاستقلال هي تعميم لطريقة 
جداول الصدق في حساب القضاياء حيث نكتفي بقيمتين T‏ و . كما ان 
القيمة الممتازة هنا تقابل القيمة T‏ في جداول الصدق هذه. (سنسمي الأشكال 
البديهية التي تأخذ القيمة الممتازة فقط بالصحيحة). 
1. برهان استقلال شكل البديهية ۸ عن Аз‏ و Аз‏ 

البرهان 

لتكن }0,1,2{ = М‏ ولتكن القيمة الممتازة هي : 0. 


سنعرف الرمزين | و ج حسب الجدولین التاليين : 
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10 


یہ ہے ن پم — یىی с‏ ہن с‏ یہ 
о о‏ 
4 سم 
о о‏ 


о 

сз 

© 
cq AN‏ یم ہے سب مہ сї © O O‏ 
ооо‏ 
с‏ لم — 
© هه 
сч‏ سم یىی پم ہہ یىی یہ ۔ ۵ یہ 
сї © оо о‏ بم بم сї‏ © © 
NAN‏ يج — ہے = © O O‏ یہ 
2 © © © ي © © © © сї сї‏ 
a‏ بم لم بم پم لہ لم تم ہم نے ہے 


20101020121 


сч © — сз سے ن بم سا ی یہ ہہ ن‎ NO 
یہ‎ © сч сї ۵ сч ل © یہ بم ۵ بم بم‎ 
оФоооооо- mmm m~ 
© © O 5 6۵ ۵ ۵ © сї ه لم‎ с соо 
@ یہ تم لس بم بت‎ RAO O O — یہ ہے ہے‎ 
© یہ یہ یہ یہ‎ q نہ یہ یہ‎ сч یہ‎ 6 сч 2 
© 6۵ 8۵ 5 8۵ ہے ہے ہے ہے ہم ہہ ی ین‎ — 
@ مہ‎ O со ۵ ۵ © © © © ه‎ 5 © © 
сч O — یہ‎ O — с OQ — بح‎ O سم‎ сс 
сз сз сч ه‎ © © O © بو‎ сч بم‎  ه‎ O 
Om تم — پم‎ q بم‎ O O O — — сч 
сї сч qO 2 O Oe сч со O O لع لہ بت‎ 
Фоо ۵ 5 8 СЭ پم ہے مس حب مس‎ жы = 

Om پم <— بت‎ q — 

© сч сч ه بم ه‎ о 

یہ ہے هي بم — © یہ 

Со о‏ ت сч‏ 2 ه ہ 

لع لہ تم سم — — ںن 


0 2 0 21 0 0 0 0 0 0 2 1 


0 2 1 2 0 


0 0 0 0 0 0 0 00 0000 


0 0 0 0 0 


(K—Ə(L—ƏM)) ә(Кәї)ә(Кәм)) 


К-— (L—ƏK) 


Ау 


А; 


(А, А, А; 


هذه القيمة كما 


يبين جدول 


ә تعريف‎ 


أعلاه. (سنستخدم حالات من 


K کا القيمة الممتازة 0 فيجب أن تأخذ‎ Кә L إذا أخذت كل من‎ АУ 


قا 


الاشتقاق الوضع تحافظ على هذه | 


الجداول أدناه تبين أن ب4 و А;‏ تأخذان ١‏ 


(أو آنها تحافظ على الصحة) 


2 الممتازة 0. كما أن 
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سنعرف الرمزين | و ج حسب الجدولين التاليين : 


زة هي : 0. 


لتكن (0,1,2) = 


| ولتكن القيمة‎ M 


البرهان 


2.برهان استق 


شكل البديهية Аз‏ عن ,۸ و As‏ 


As و‎ Аз خذ‎ 


تاخذ K‏ القيمة 0 و L‏ 


القيمة 1ء بينما تا 


القيمة 0 دائما. 


نلاحظ ان ره تا 


خذ القيمة 2 بالإضافة إلى القيمة 


0 وذلك عندما 


یہ . ج ہم بت O‏ پم اه 
ت یہ ت هي هت بی یہ со‏ © 
یہ لم پم — بم يم O C‏ هت 
یہ ت ه یہ یہ یہ هت به сз‏ 
еч‏ ن یہ — OO‏ یہ ا 
تہ ہی سارہ ني ہے ہے 
о‏ 25 و 5 ه بت بث بت ت 
AN‏ بم پم ہے ہے ہب ن ۵ @ 
mmm —— O OO‏ ہے يم 
о‏ یہ یہ یہ یہ بم یہ یہ یہ 
O — q‏ بم دن یم <— © 
O — — O‏ ہے — یىی ہے ےم 


)[ م٦‎ © درا [) ج‎ K) > L) 


А; 


بإنشاء جداول А, А, А;‏ نجد أن Ау‏ و А;‏ تاخذان القيمة 
الممتازة 0 دائما (صحيحتان). كما أن قاعدة الوضع تحافظ على الصحة 
بينما نجد أن وھ МБ‏ القيمة 2 بالإضافة إلى القيمة 0ء وذلك عندما تاخذ K‏ 
القيمة 0 L‏ القيمة 0 و M‏ القيمة 1. إذن Аз‏ مستقلة عن ,۸ و Аз‏ 
3.برهان استقلال Аз‏ عن ,۸ و Аз‏ 

البرهان 

سنستخدم طريقة أخرى في البرهان. لتكن А*‏ هي شكل البديهية 
الناتج من الشكل А‏ بواسطة حذف جميع رموز النفي | من „А‏ وهكذا فإذا 
كانت А‏ هي K‏ [ج 1 | فان А*‏ هي ә K‏ لنسمي А*‏ بالشكل 
المرافق إلى 4. OM‏ : 
!.الأشكال البديهية المرافقة لكل من 4 و Аз‏ تكون صيغة تكرارية؛ حيث 
أن ,۸ هي نفسها Аз зА‏ هي نفسها *رھ. 
2.قاعدة الوضع تحافظ على تكرارية الأشكال المرافقة لانه إذا كانت 
(K—ƏL*‏ و K*‏ ضيغتان تكراريتان فان L*‏ تكون صيغة تكرارية (لاحظ 
أن (K—L)*‏ هي ام ). ونستخدم مبرهنة سابقة : قاعدة الوضع تقود 
من صيغتين تکراریتین إلى صيغة تكرارية أخرى. 
3 شكل „ыш‏ المرافق ۴یه لیس شكلا تكرارياء ذلك أن 
(L—>K) —((L—K) —L)‏ ليست صيغة تكرارية. وبالتالي فان Аз‏ مستقلة 


عن ۀو ‚А‏ 
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من المستحسن توفر هذا الشرط في مجموعة بديهيات النسق وذلك 
لأنه إذا لم تكن المجموعة مستقلةء أي إذا أمكن اشتقاق واحدة منها مثلا من 
البديهيات الأخرى فإنها تكون بديهية زائدة» لأنها بذلك تصبح صيغة مشنقة 
(مبرهنة) من بقية البديهيات وبذلك تكون بديهية زائدة. في هذه الحالة يصعب 
الفصل بين قائمة البديهيات وقائمة المبرهنات. أما من الناحية المنطقية فلا 
حرج من عدم توفر شرط الاستقلال. 
3 تمامیة النسق Completeness of system P P‏ 

بشكل عامء نقول عن نسق ما بأنه يتصف بالتمامية الدلالية إذا كانت 
كل صيغة تكرارية يمكن البرهان عليها فيه. وبالرموز نكتب 

= а ج‎ |а 

النسق Р‏ يتصف بالتمامية ولبرهان ذلك سنقوم اولا ببرهان المبرهنة 
التالية : 
مبرهنة 

إذا كانت а‏ و مم صيغتان تكراريتان فان B‏ تكون صيغة 
تكرارية أيضا. 

نستطيع صياغة هذه المبرهنة كالتالي : 

قاعدة الاشتقاق الوضع تقود من صيغتين تكراريتين إلى صيغة 


تكرارية أخرى. 
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البرهان 

لنفرض © و مج صيغتان تكراريتان. إذا أخذت В‏ القيمة F‏ 
لتعيين قیم صدق المتغيرات القضائية في © و ء وبما أن 0 صيغة 
تكرارية فان تأخذ القيمة T‏ وبالتالي فان 6-۵ ستاخذ القيمة F‏ لهذا 
التعيين وهذا يناقض فرضيتنا بان 8ج صيغة تكرارية. وهكذا فان 8 لا 
يمكن أن تأخذ القيمة 7۔ 
الآن سنبرهن المبرهنة التالية : 
مبرهنة الصحة Soundness theorm‏ 
كل مبرهنة تكون صيعة تكرارية. 


رمزیا نكتب هذه المبرهنة على الشكل وج 


البرهان 

نستطيع التحقق من أن کل بديهيات 7 صيغ تكرارية وذلك بواسطة 
جدول الصدق وهي كذلك ويستطيع القارئ التحقق من ذلك. وبما أن قاعدة 
الاشتقاق الوضع تقود من صيغ تكرارية إلى صيغ تكرارية أيضا حسب 
المبرهنة «ое‏ فإذن كل مبرهنة من Р‏ تكون صيغة تكرارية. 
سنبرهن الآن المسألة التالية : 
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المسألة 1 

لتكن » АЙ‏ صيغة ولتكن А, ۸۵,..., Ak‏ هي المتغیرات القضائية 
التي تظهر في ». من أجل تعيين 1 معلوم لقیم صدق А, Аз,..., Ар‏ 
لندع ر'ھ تکون ر ۸ إذا أخذت رھ القيمة Ра, T‏ ر ۸ تكون رھ | إذا 
أخذت رھ القيمة ۲. لندع а"‏ تكون © إذا أخذت 0 القيمة T‏ حسب التعیین]. 
рай,‏ 0 تكون Та‏ إذا أخذت о‏ القيمة ۴ . إذن 

Аб, Аъ... Аъ o 

ومن أجل توضيح أهمية هذه المسألة سنعطي المثال التالي : 
لتكن @ هي Аз‏ ج ПАПУА)‏ . إذن في كل سطر من أسطر جدول 
صدق ك فان المسألة تقرر صحة 8 علاقات اشتقاق بالئسبة إلى ». 


جدول صدق الصيغة Аз‏ ج ПА,ЭА)‏ يكون كما هو مبين أدناه : 








المسالة تقرر العلاقات التالية في كل سطر من الأسطر 
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[-السطر الأول : 

А, ,یھ‎ As ПАА) جہ‎ Аз 
: 2-السطر الثاني‎ 

ААЛА (aA А) 
: 3-السطر الثالث‎ 

А, |42, As (يحدرها)]‎ — Аз 
: 4-السطر الرايع‎ 

А\, A», يأ‎ ч (ПАА) — Аз) 

5-السطر الخامس : 

1 ررم‎ АА |->) — Аз 
: 6-السطر السادس‎ 

1 ۸, А» ТА; ٢ ج (يمجرهل)‎ Ag 
: 7-السطر السابع‎ 

] Ay 1, Аз F (Air SA2 э Аз 
: 8-السطر الثامن‎ 

]A,, 1, 18 ПАА) — Аз 
: | الآن سنقوم ببرهان المسألة‎ 
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البرهان 

سيتم البرهان بواسطة الاستقراء على عدد n‏ لظهور الرابطین |. 
و ج في 0. 
1.خطوة قاعدة الاستقراء (0 = (n‏ : في هذه الحالة تكون الصيغة OL‏ متغير 
واحد غير منفي ,۸ . وهكذا فان المبرهنة ستتحول إلى ,۸ ۸۱۳ بالنسبة 
إلى الحالة التي يعين فيها 1 القيمة T‏ إلى ,4 (نعني بالنسبة إلى سطر جدول 
الصدق التي تكون فيه قيمة رھ هي (Т‏ كما أن المبرهنة ستتحول إلى 
АА,‏ | بالنسبة إلى الحالة التي يعين فيها 1 القيمة ۴ إلى ۰۸۰ 
2.خطوة الاستقراء : لنفرض أن المبرهنة تصح لكل صيغة 0 تحتوي على 
عدد لظهور الرابطين | و — أصغر من п‏ (هذه هي فرضية الاستقراء). 
ولنبرهن М‏ تصح بالنسبة لكل صيغة في » ذات العدد × لظهور الرابطين 
المذكورين. 
سندرس الحالتين التاليتين : 
الحالة 1 

» هي 18 ء حيث تحتوي الصيغة 8 على عدد لظهور الرابطین 


| و ج أصغر من n‏ . 
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الحالة 2 
» هي ۷ ج В‏ حيث تحتوي کل من 8 و ۷ على عدد لظهور 
الرابطين | و ج أصغر من n‏ . إذن حسب فرضية الاستقراء يكون 
А', Аз... АУ В‏ و ابح ]ياه „АЧ, Аъ...‏ 
عند دراستنا للحالة 1 نواجه الحالتین التاليتين : 
الحالة 1 أ) 
1. 8 صادقة حسب 1ء وإذن 0 تكون کاذیة حسب 1 وبالتالي В'‏ هي B‏ و o'‏ 
هي » | . بواسطة فرضية الاستقراء المطبقة على В‏ يكون لدينا : 
Ап, ۸... A'k 8۵‏ 
7 9ء" 
A« ] 8‏ یھ Ап,‏ 
ولکن || هي . 
وهو المطلوب. 
الحالة 1 ب) 
8 كاذبة حسب 1. وإذن @ صادقة сыз‏ وبالتالي '8 هي 8| وه 
هي » . بواسطة فرضية الاستقراء يكون لدينا 
Ат, A... A ]- 8‏ 
ولکن | هي ' . وهو المطلوب. 
الآن» عند دراستنا للحالة 2 نواجه الحالات الثلاث التالية : 
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الحالة 12( 

1 کاذبة حسب‎ В 

الحالة 2 ب) 

] صادقة حسب‎ ү 

الحالة 2 ج) 

8 صادقة حسب 1 و ۷ كاذبة حسب 1 
سندرس کل من الحالات أعلاه. 
الحالة 12( 

8 کاذبة حسب 1. 


٥ تكون صادقة حسب 1 و '8 هي 8 | وله هي‎ 0 оу 


۸۳-8 و А?,..‏ حھ 
ولکن حسب المبرهنة 6 у)‏ ج 6 ) ج 8 | وباستخدام قاعدة 
الوضم : 
7 جب A". А?,..., Ak‏ 
ولكن ү‏ ج ۵ هي '» . 


وهو المطلوب. 
الحالة 2ب) 
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إذن » تكون صادقة حسب I‏ وإذن ۷ هي ۷و '» هي O‏ إذن : 

А?,..., А\ — Y‏ راط 
ولكن ү)‏ ج (B‏ ج 7 حسب شكل البديهية (А)‏ وباستخدام قاعدة 
الوضع : 

А", A... Аъ ] جام‎ ү 

ولکن Y‏ ج 0 هي ي . 
وهو المطلوب. 
الحالة 2ج( 
В‏ صادقة حسب ] و ۷ کاذبة حسب 1 . 


ٳنن © تكون کاذيلة حسب ] و '8 هي В‏ و۷ هي 7[ و '» هي Де‏ 


إذن : 
Ах В‏ یا رھ Ап,‏ و 
Ап, A... Аъ 8-۷‏ 
ولکن Пу 108 ү)‏ ج 8 (حسب المبرهنة 9( وباستخدام 
قاعدة الوضع : 
Аъ [— 1(ф—>ү)‏ یی ا۸ Ач,‏ 
ولكن ]|(B— ү)‏ هي بو . 
وهو المطلوب. 
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Completeness еогт مبرهنه التمامیة‎ 

إذا كانت АД‏ صيغة O.‏ من النسق Р‏ تكرارية فإنها تكون مبرهنة في 
النسق ҮР‏ 

رمزيا نكتب هذه المبرهنة على الشكل : а‏ | ج Ба‏ 


البرهان 

لتكن » صيغة تكرارية ولتكن Аз,..., Ак‏ ,۸ هي المتغيرات 
القضائية التي تظهر في » . من أجل أي تعيين لقیم صدق А, Аз,..., Ак‏ 
فإنه حسب المسألة 1 يكون لدینا ۳-۵ А", A... А‏ ('» هي @ 
ذلك أن © تاخذ دائما القيمة ۲). وهكذا فعندما يعطي А'‏ القيمة T‏ فإننا 
تحصل على ۸,۵۳0 Aty...‏ ,۸ . وعندما يعطي ۸ القيمة 
۴ فإننا نحصل على ТАК—а‏ رھ йз. А, A...‏ باستخدام 
نظرية الاستنتاج نحصل على 0 — يمل A-A. A‏ 
وعلی @ Ак‏ 1ھ ДАБЫ‏ 
الآنء وحسب المبرهنة 10 (8+(8 جا )) )0-8( 
وباستخدام قاعدة الوضع مرتين نحصل على : 

A'ı, ...رولك‎ A'k-ı |а 
ومرة أخرى نستخدم‎ ۴ j ۲ وبالمثل فان ۸,۱ يمكن أن تكون قيمته‎ 


نظرية الاستتتا ج والمبرهنة 10 بالإضافة الی قاعدة الوضع وهكذا نستطيع 
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حذف ۱مھ كما هو الحال بالنسبة إلى اھ . وبعد k‏ من مثل هذه الخطوات 
نحصل في النهاية على »| . 


6.3 اتساق النسق Consistency of system P P‏ 
نقول عن نسق ما أنه متسق 13 وفقط إذا کان من المستحيل البرهان 
على صيغة в‏ وعلى نفيها Та‏ معا فيه. 


تسقنا Р‏ هو نسق متسق. وسنبرهن هذا بواسطة المبرهنة التالية : 
مبرهنة : النسق ‏ هو نسق متسق. 

البرهان 

لنفرض أن ليس متسق. إذن يمكننا برهان صيغة » ونفيها Та‏ معا 
as‏ أي أن » ونفي »| مبرهنتان في ۶. إذن حسب مبرهنة (صحة النسق) 
تكون Та уа‏ صیغتان تكراريتان. وهذا مستحيل لانه إذا كانت » تكرارية 
فان » | متناقضة. إذن النسق P‏ متسق. 
بالإضافة إلى النسق الصوري الذي درسناها في هذا الفصلء فانه توجد 
أنساق صورية أخرى عديدة لا تقل أهمية عنه'. سنورد بعضا من هذه 
الأنساق باختصار وبدون برهان المبرهنات المعطاة. 
1. نسق هلبرت وأكرمان (1950) 
() الرموز الأولية : [ و ۷ 


Mendelson.E- Introduction to mathematical logic, Chapman & Hall, London,1997. المر جع‎ ! 
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يعطى التعريف التالي: 

۵ تع = аэђ‏ 
الرمز تع = الذي هو اختصار لكلمة (تعريف) يعني أن كل ما هو على يساره 
وعلى يمينه يمكن أن يعوض أحدهما الآخر في البرهان الصوريء أي أن 
أحدهما يكافئ الآخر وأن ما هو على اليسار هو اختصار لما هو على اليمين. 
(ب) قواعد الاشتقاق: الوضع. 
(ج) أشكال البديهيات: 


شکل البديهية («Ма)-»а Ау‏ 
شكل البديهية a¬»(a¥P) Аз‏ 
شكل البديهية («УВ)-(Вуо) Аз‏ 
شکل البديهية (B+1)¬((a¥YB)¬»(avy)) Аз‏ 
المبرهنات 

e—p|—¿(yVe) :۷۵( (1) 

(кәр) — (а) (ур) (2) 

)3( 0ہے0 جم يوجر 

а-а (4) 

lava (5) 

аэ Па (6) 

bo(e—B) (7) 

)ء۷)۵۷۰٣(-<)0۷)م۷۰((۷ہ(‎ (8) 
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2 نسق كلين )1952( 
0 الرموز الأولية v]:‏ جہ 
(ب) قواعد الاشتقاق : الوضع 


(ج) اشکال البدیهیات: 

شکل البديهية Ар‏ (-6)جسه 

شكل البديهية (вк—=(В—›ү)) —((e—B)—(e—v) Аз‏ 
شكل البديهية Аз‏ 0ج(6م۸0ء) 
شكل البديهية (алр)>р Аз‏ 
شكل البديهية e—(B—(aAD)) As‏ 
شكل البديهية Ав‏ (م۷))جم 
شكل البديهية B—(aVDp) A;‏ 
شکل البديهية As‏ (<-(۷6)))ج۔(ج۔(ق ۱۷)))جہ (Ву)‏ 
شكل البديهية ko Ао‏ جرم (a—B)— (о‏ 
شكل البديهية Тоа Аю‏ 


توجد 


أنساق تتكون مجموعة بديهياتها من بديهية واحدة فقط وهي 


عدیدق نورد منها ما يلي: 

3. نسق ميريديث )1953( 
(i)‏ الرموز الأولية :1 و Ə‏ 
(ب) قواعد الاشتقاق : الوضع 
(z)‏ شكل البديهية: 


((0ج-ق) ج (фо)‏ ج )9 ج ү)‏ ج )18 ج (оэВ)‏ 
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4. نسق نيكود (1917) 
(i)‏ الرموز الأولية : | 
(ب) قواعد الاشتقاق : من зо КВ)‏ » نشتق ү‏ 
(ج) شكل البديهية: 
(a| (B|) | ((81(8&18)) | (o18)! (alo) | (lo)‏ 


8.3 تمارین 

(أ) برهن في النسق P‏ أن : 
)692( 8 لإ > 8) جه 
حيث B, y‏ ,» أية صیغ من P‏ . 


(ب) برهن الصيغ التالية في النسق P‏ : 
E казор) ооф) оа)‏ 


(ج) خذ نسق لوكاتشيفيج L‏ والذي يمتلك نفس مكونات نسقنا P‏ ۰ ما عدا 
أشكال البديهيات التالية : 


۸, شكل البديهية‎ 
(о ә В) ج‎ (В — у) > ) ج‎ у)) 

Аз شکل البديهية‎ 
Па эа) эа 

شكل البديهية Аз‏ 


а э (а-э p) 
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برهن کل من المبرهانت التالية في النسق L‏ : 


| )8 جہ روج‎ («э у) > حرق‎ (aB) э (ھ‎ 
Re )8 ج )0 ¬ ق) > زوه‎ (w) 
(م ج @ بل‎ (a) б) > (фә ү) э 8(( 
F (Qan ә (әү) 

(Пао) эа) + (В э о) >а)‏ +¬ ) سب 
(oo) о))‏ ج (Паза) эо)‏ 8) بإ 
o)‏ ج o)‏ جہ (Па‏ ج а‏ = 


)3( خذ نسق راسل ۸ آدناه. 


1)الرموز الأولية : 1ء ۷ 


2)قواعد الاشتقاق : الوضع 
التعاريف 
تعريف| 
аэ Ва д le VB‏ 
تعريف2 
(kh V 1р)‏ تع a A B=‏ 
تعريف3 


(a + 8) ۸)8 + о)‏ تع = 8 جهن 
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3)أشكال البديهيات : 


(a V a) — «a А شكل بديهية‎ 
В + (a. У p) Аз شكل بديهية‎ 
(«У В) + (ВУ o) شکل بديهية رھ‎ 
(a V (B V ۲( — (B V (e Уу) Аз شكل بديهية‎ 
(В эү) > ((e V В) («Уү)) شکل بديهية وھ‎ 


برهن كل من المبرهنات التالية في النسق 8 : 


1а (1‏ )1 >« جا 
(а B) (2‏ ده جا 
(BƏ1o) 3‏ رواجم جا 
(T (4‏ م ج روج أػ) جم جا 
(оэ 8( (e) (5‏ 9 د 8) = 
ә) (6‏ 9( روج 6( 6505 ж‏ 
а — (амо) (7‏ = 
8( به جم = 
lava 0‏ = 
10( ۰ جزم 
аә11а (11‏ چا 


)5( برهن استقلال أشكال بديهيات النسق R‏ . 
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(و) خذ نسق روصر Ro‏ أدناه. 
1)الرموز الأولية : :۸۰۱ 
2)قواعد الاشتقاق : الوضع 
3)أشكال البديهيات : 


شكل بديهية ,۸ (оло)‏ جه 
شكل بديهية (Ab) =e Аз‏ 
شكل بديهية Тело) Аз‏ — ررم 1)8) B) э‏ = ) 
برهن كل من البمرهنات التالية في النسق 130 : 

1йе=ла) (1‏ جا 
llasa ْ 2‏ جا 
3( (0[ج ‏ + روم 16 جا 
а ә | а (4‏ 5 
5( (8 1ج »ع1) в-а‏ جا 


(ز) برهن استقلال الأشكال البديهية لنسق هلبرت وأكرمان. 
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الفصل الرابع 


Language and Semantics لغة ودلالة حساب المحمولات‎ 
of predicate calculus 

4. 1 ضرورة توسيع لغة حساب القضایا 

آخری» آخذین بعين الاعتبار التركيب الداخلي للقضايا الذرية» فان وسائل 

حساب القضايا تكون غير كافية لتبيان صحة هذا الاشتقاق. لنأخذ المثال 

التالي. 

مثال: إن صحة الاشتقاق 


بعض الثعابین تكون 4552 М‏ 


كل موّذي يكون عشبي М;‏ 
إذن» بعض الثعابين تكون عشبية N‏ 


لا يمكن إثباته بوسائل حساب القضايا وذلك لأن المقدمات والنتيجة يتم 
التعامل معها على أنها وحدات غير قابلة للتجزئة وبدون الأخذ بنظر الاعتبار 
التركيب الداخلي لها. إن صورة هذا الاشتقاق بوسائل حساب القضايا هي 
Mı‏ 
M;‏ 
إذن N‏ 
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أي أنه من Mi‏ و бай М;‏ ولكن كيف لنا أن نعرف أن N‏ تنتج أولا تنتج 
من Mi‏ و Мә‏ فعلا؟ وحيث أن تركيب المقدمات والنتيجة لیس ظاهرا في 
صورة الاشتقاق هذه. إن تفسير هذا هو أن حساب القضاياء هناء لا يحلل 
القضايا الذرية بالرغم من أن القضايا الذرية ليست هي أبسط عناصر 
استدلالاتناء لأنها تمتلك تركيبا داخليا يلعب دورا هاما في هذه الاستدلالات. 
أي أن صحة الحجة في المثال أعلاه تعتمد على معنى الكلمتين (بعض) 
و(كل) وعلى الكيفية التي ارتبطت بهما الكلمات (ثعبان)؛ (مؤذي)» (عشبي). 
نستطيع بسهولة إعطاء مثال-ضاد للاشتقاق أعلاه وذلك باخذ N‏ كاذبةء بينما 
تكون كل من Mi‏ و M>‏ صادقتین» وهكذا تكون الحجة خاطئة. 

إن التركيب الداخلي للقضايا الثلاثة في المثال أعلاه تكون بين أشياء 
(д‏ مجموعات داخل القضايا نفسها. فصورة الحجة في المثال» يمكن 


L تکون‎ K بعض‎ 
M تکون‎ L کل‎ 


إذن بعض × تکون М‏ 
M +L «К Сыз‏ تمثل مجموعة من الأشياء: مجموعة کل الثعابين» مجموعة 
كل المؤذين ومجموعة كل العشبيين على الترتيب. سنرى لاحقا أن هذه 
зыла ТЕС‏ 

إن هذا القصور في لغة حساب هذه القضايا یدعونا إلى توسيعها إلى 
لغة أخرى نستطيع بواسطتها التدقيق في تركيب القضايا الذریةء وعلى وجه 
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التحدید تحليلها إلى ما نسميه حد ومحمول. هذه اللغة الجديدة تسمى لغة 
حساب المحمولات والتي تكون لغة حساب القضايا جزءا منها. 
4. 2 المحمولات Predicates‏ 

في المنطق التقليدي يتم القيام بتحليل القضية الذرية إلى حد ومحمول 
حتى يظهر تركيبها الداخلي. فمثلا في القضية (الكندي فيلسوف عربي) يكون 
(الكندي) هو الحد و(فيلسوف عربي) هو المحمول. القضية هنا تؤكد بان 
الكندي (يمتلك صفة) أنه (فيلسوف عربي). 

إن هذا التحليل يمكن أن يكون ممكنا وكافيا فقط في الحالة التي تعكس 
فيها القضية صفة الحدء أما إذا كانت القضية الذرية تعكس العلاقة بين 
الحدود فعندها لا يكون هذا التحليل مناسباء حيث لا يمكن وصف القضیة 
الذرية على الشكل: x‏ يكون ۰۳ حيث х‏ الحد وط المحمول. هذا يحدث مثلا 
في القضية التالية: الجزائر أكبر مساحة من تونس. 

في هذه الفقرة سنعالج المحمول على أنه دالة قضائية (تسمى أيضا دالة 
منطقية) بمتغير أو متغيرين أو أكثر بالاعتماد على ما تعكسه القضية من 
صفة لحد أو علاقة بين حدين أو أكثر. سميت دالة قضائية وذلك لتفريقها عن 
الدوال المستخدمة في الجبرء مثلا: الدوال العددية وعن الدوال المستخدمة في 
حساب القضایا والتي هي دوال صدق كما مر بنا في الفصل الاول. 

إن هذه المعالجة لمحمولات تكون مناسبة عندما تعكس القضية صفة أو 
علاقة بين الحدود. سنرمز للمحمولات بالحروف الكبيرة مع فراغ واحد أو 
أكثر أو نرمز لها بالحروف الكبيرة مع متغير واحد أو أكثر لتشمل هذا 
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الفراغ. لنأخذ المثال: x‏ عدد زوجي أو эзе...)‏ زوجي). هذه ليست قضية 
لأنه لا يمكن القول أنها صادقة أو كاذبة. إنها دالة قضائية وتصبح هذه 
القضية صادقة أو كاذبة عندما يتم تعويض المتغير بعدد طبيعي أو نستبدل 
النقاط بعدد طبيعي. هذه الدالة القضائية تسمى أيضا محمولا أحاديا ويرمز 
له بواسطة Р,‏ وذلك باستخدام رمز الدالة P‏ والمتغير х‏ المعرف على 
مجموعة الأعداد الطبيعية. وهكذاء فإننا بواسطة Ро‏ نرمز إلى القضية 
الصادقة )6 عدد زوجي). ونرمز بواسطة وط إلى القضية الكاذبة )9 عدد 
زوجي). إن المحمول Ру‏ يصبح قضية صادقة أو كاذبة بالاعتماد على القيمة 
المعوض بها المتغير. مجموعة تعريف هذه الدالة القضائية (قيم х‏ في (Рх‏ 
هي مجموعة الأعداد الطبيعية Ud N‏ مستقر الدالة فهي المجموعة (Т, F)‏ 
رمزيا نكتب الدالة هكذا : 

بشكل عام الدالة القضائية أو المحمول Р,‏ يجزئ مجموعة التعريف 
M‏ إلى مجموعتين جزئيتين» بحيث أن كل عنصر а‏ ينتمي إلى إحدى 
المجموعتين الجزئيتين تكون P,‏ قضية صادقة. وکل عنصر b‏ ينتمي إلى 
المجموعة الثانية تكون م۴ قضية كاذبة. إن عناصر المجموعة الجزئية 
للمجموعة M‏ والتي نحصل بواسطتها من الدالة القضائية Р,‏ على قضية 
صادقة تسمى مجموعة صدق هذه الدالقہ مجموعة صدق الدالة هي 
المجموعة التي تهمنا عند دراسة أية دالة قضائية. 
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يكن Р,‏ رمزا للمحمول: ( x‏ عاصمة اليمن). إن Р‏ يرمز إلى القضية 
الصادقة (صنعاء عاصمة الیمن)ء آما P uu a‏ فيرمز إلى القضية الكاذبة 
(طرابلس عاصمة اليمن). إن مجموعة تعريف هذه الدالة هي مجموعة مدن: 
أو إن قيم × في Р,‏ تكون مدن. آما مجموعة صدق الدالة فتتكون من مدينة 
واحدة-صنعاء. 

بشكل عام» إن مجموعة تعريف المحمول (الدالة القضائية) P,‏ هي 
المجموعة التي يمكننا اختيار عنصر منها لتعويض x‏ . غالبا لا تذكر هذه 
المجموعة عندما تكون واضحة من طبيعة المحمول 

في المثالين السابقين كان المحمول أحاديا وهو يعكس صفة لحد. 
وبتعميم مفهوم هذا المحمول نحصل على محمول (متعدد المواضع) وهو 
الذي يعكس عادة علاقة بين الحدود. كل علاقة هي مجموعة من الأزواج 
المرتبة. العلاقات: (أكبر سنا من)» (يساوي)» (أصغر من) تمثل محمولات 
ثنائية. ومثلا العلاقة (المحمول) ر > х‏ المعرفة على المجموعة «М?‏ حيث 
М‏ = }1,2,3{ هي مجموعة كل الأزواج المرتبة من الأعداد الطبيعية التي 
تكون المركبة الأولى لكل زوج أصغر من المركبة الثانية من الزوج نفسه 
أي أنها المجموعة ((3 О,‏ ,(3 ,1) ,(2 ,1)). 
أمثلة 
لنجد الحد (أو الحدود) والمحول في كل من القضايا الذرية التالية : 
(1) احمد يذهب إلى المكتبة. 
الحد : أحمدء المحمول : يذهب إلى المكتبة. 
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(2) أكبر كرة في حانوت علي هي حمراء. 
الحد : أكبر كرة في حانوت علي؛ المحمول : هي حمراء. 
(3) هو يكون رياضي. 
الحد : هو المحمول : رياضي. 
эзе x (4)‏ طبيعي. 
الحد : x‏ ؛ المحمول : عدد طبيعي. 
)5( مشتقة الدالة f‏ معرفة. 
الحد : مشتقة الدالة ٤ء‏ المحمول : معرفة. 
(6) 5 > 2 
الحدود : 5 و2» المحمول :< 

الأسماء» كما في )1( والضمائر» كما في )3( والمتغیرات كما في(4) 
وكذلك الأوصاف» كما في (2) والدوال» كما في )5( والثوابت كما في )6( 
تسمى حدودا. وبما أننا عاملنا الضمير معمالة المتغير والأسماء معاملة 
الثوابت فیمکننا إعطاء تعريفا أكثر دقة للحد وهو : الثوابت والمتغيرات 
والدوال تسمى حدودا. 

في المثال (1) يمتلك أحمد صفة أنه (يذهب إلى المكتبة). وفي (2) 
نجد أن أكبر كرة في حانوت علي تمتلك صفة آنها حمراء. كذلك نجد 
الصفات : رياضي» عدد طبيعي» معرفق وهذه كلها محمولات أحادية. أما 
العلاقة > في (6) فتمثل محمولا ثنائيا يربط الحدين 2 و 3. ويمكن تطبيق 


محمولات أخرى على حدين أو أكثر مثل : أكبر سنا من» أذكى منء وهذان 
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محمولان ثنائيان. أما العلاقة (بین) فتمثل محمولا ثلاثيا لأنه یربط ثلاثة 
حدود Qha‏ : تونس بين الجزائر وليبياء وكذا النقطة ۸ بين النقطتين 8 و 0. 
4 العملیات علی المحمولات Operations оп Predicates‏ 

لقد بينا في الفقرة السابقة بان المحمولات هي دوال قضائية وأنها تاخذ 
قيم الصدق T‏ وقيم الكذب ۴ وهكذا يمكننا تطبيق العمليات التي استخدمناها 
في حساب القضايا: | «ә «У ал‏ جه على المحمولات وبذلك نكون من 
المحمولات الذرية (وهي المحمولات التي لا يمكن تجزئتھا إلى محمولات 
أخرى) محمولات أخرى مركبة. 
1. النفي 

لیکن Ру‏ محمولا مجموعة تعريفه М‏ (نقول أيضا معرفا على )۰ إذن 
نفي Ру‏ ونرمز له |Р,‏ يصبح قضية صادقة من أجل x ей‏ من М‏ التي 
يصبح من أجلها ,۲ قضية كاذبة. إذن تكون مجموعة قيم صدق P,‏ | متممة 
(مكملة) مجموعة صدق P,‏ بالنسبة إلى المجموعة 24. أي أن 

لين د[ КЛР,‏ 

2. الوصل 

لیکن ,۰۳ ,© محمولين معرفين على المجموعة .М‏ يمكننا تعریف 
الوصل P, A Q,‏ المعرف على .M‏ الوصل P, A Q,‏ يصبح قضية صادقة لكل 
قيم x‏ من M‏ التي يصبح من أجلها کل من المحمولين ,و О,‏ قضية صادقة 
أي أن 


AQ, j={x:P, jn < :Q,}‏ ۶ :م) 
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مجموعة قیم صدق تعريف الوصل Q,‏ ۳,۸ هي نقاطع مجموعتي صدق 
المحمولین ,7 و.Q.‏ 
3. الفصل 

لیکن ,۰۳ Q,‏ محمولين معرفين على المجموعة .М‏ يمكنا تعريف 
الفصل ,0 V‏ ,۳ المعرف على .М‏ الفصل P, V Q,‏ يصبح قضية صادقة لکل 
x рй‏ من M‏ التي يصبح من أجلها على الأقل أحد المحمولين ,7 و Q,‏ قضية 
صادقة أي أن 

{к:Р„ УО, }={х:Р„}Ш{х:О,} 
الاستلزام‎ .4 

لیکن ,۰۳۴ О,‏ محمولين معرفين على المجموعة .M‏ يمكننا تعريف 
الاستلزام Q,‏ ج Р,‏ المعرف على .M‏ الاستلزام Q,‏ ج Р,‏ يصبح قضية 
كاذبة لكل قيم x‏ من M‏ التي يصبح من أجلها P,‏ قضية صادقة و Q,‏ يصبح 
قضية كاذبة. جميع قيم x‏ الأخرى من M‏ يصبح من أجلها Р,» О,‏ قضية 
صادقة. المحمول ]P, V Q,‏ يأخذ نفس قیم الصدق من أجل قيم × هذه 
(المحمول |Р, V Q,‏ يصبح قضية کاذبة لقيم × التي من أجلها P,‏ صادقة 
О,‏ وکاذبة ویصبح قضية صادقة من أجل القيم الباقية إلى x‏ من (М‏ 
وهكذا يكون 

(Р, э و0‎ ۰ (]P, V Q) 
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و 
{к:р, 20, }= 2р, уо, j= lx IP, u (x :Q,}‏ 
{x :P, ju {x:Q,}‏ = 

5. الاستلزام الثنائي 

لیکن ,۰۴ Q,‏ محمولين معرفين على المجموعة 34. يمكنا تعريف 
الاستلزام الثنائي Р, ө Q,‏ المعرف على .M‏ الاستلزام الثنائي ,0ج ,م 
يصبح قضية صادقة لکل قيم x‏ من M‏ التي يصبح من أجلها О, sP,‏ كليهما 
قضيتين صادقتين أو يصبح كليهما قضيتين كاذبتين. ہما أن 

(Р, Ө Q.) < (P, > Q. ^ (Q, — Ру) 

إذن نحصل على : 

(Р, Ө 00 (] P, V Q ^ (lQ, V P) 

< (IPzA 1Q v (Px A Q) 

وبالتالي يكون : 











ер, SQ, :عاب ل« :»)دز‎ Q bod<:Q,lolx:P,) 
(و6:0)ہ(,۶:)ہبت([,و:حہ(,:م))۔-‎ 








4. 4 المكممات Quantifiers‏ 
سنقوم باٍجراء عملیتین علی المحمولات حیث نحولها الی قضایا. 
العملية الاولی هي لتكميم الكلي (الشمولي) وعملية التکمیم الوجودي 
(الجزئي). لناخذ المحمول ,5. من الممکن أن تمتلك الصفة P‏ جمیم العناصر 
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التي تنتمي إلى المجموعة المعرف عليها هذا المحمول أو على الأقل بعض 
هذه العناصر . 
1) إذا كانت الصفة ٣‏ تمتلکها جميع العناصر التي تنتمي إلى المجموعة 
المعرف عليها «Р‏ فان القضية لكل P, ‹х‏ تكون صادقة. 
2( إذا كانت الصفة P‏ يمتلكها بعض العناصر التي تنتمي إلى المجموعة 
المعرفة عليها P‏ فان القضية بعض P, ¿x‏ تكون صادقة. 
يرمز للتعابير (لكل ×)ء (مهما يكن (х‏ (جميع )۰ (لأي (х‏ بواسطة: 
(Vx)‏ ويسمى المكمم الكلي. ويرمز للتعابير (بعض (х‏ (يوجد к‏ (یوجد 
على الأقل (х‏ بواسطة: (3х)‏ ويسمى المكمم الوجودي. إن تركيب قضية 
المكمم الكلي تكون عادة على الشكل (...ج-...) (Vx)‏ أما تركيب قضية 
المكمم الوجودي فتكون عادة على الشكل (...م...) («2). 
إذا تكونت مجموعة التعريف М‏ للمحمول P,‏ من عنصر واحد са‏ 
أي أن M = (a)‏ فان ,۳ (Vx)‏ يكافئ Ф,‏ أي أن: 
(Ух) Р, = Р,‏ 
آما إذا كانت (وه М = fa,‏ فان القضية (Ух) Р,‏ تكافئ يرط ۸ Pa‏ أو 


(Vx) P, <> و‎ A Pa2 

إذا كانت M‏ نهائية وتتكون من k‏ من العناصرء أي أن : 
аз,...,ак}‏ ررة) = М‏ فان 

(Vx) P, <> روط‎ A Paa A...A Pak 

وباختصار نکتب: 
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k 
(Ух)Р, — A Pa, (1) 
і= 


14 تكونت مجموعة التعريف М‏ للمحمول Ру‏ من عنصر واحد هه أي 
أن M = {а}‏ فان القضية (3x)P,‏ تکافی «Р,‏ أي أن: 
(3x)P, <= Pa‏ 
أما إذا كانت «М = {а аг)‏ فان القضية (Bx)P,‏ تكافئ ,۷ „Р.‏ وإذا كانت 
М‏ نهائية وتتكون من ءا من العناصرء أي أن: а}‏ ,...رية ,رھ М={‏ فان 
V Р, У... V Pak‏ ررم = ہط(دھ) 
وباختصار نكتب : 


k 
)3(۳, @ V P, (2) 
i= 


4. 5 اللغة الرمزية والترجمة لحساب المحمولات 
لقد بينا في بداية هذا الفصل الحاجة لتوسيع حساب القضايا إلى حساب 


المحمولات. وبعبارة أخرى فان حساب المحمولات يمثل توسیعا لحساب 
القصایا. وبهذ! تکون لغة حساب القضايا جزء! من ДА}‏ حساب المحمو لات. 
وعلیه» فان هذه الأخيرة ستشمل رموزا جدیدۂ بالاضافة إلى رموز АД‏ 
حساب القضایا. و هكذا فاللغة الرمزية لحساب المحمولات تتكون من: 

(I‏ الحروف الكبيرة А, В, С,..‏ وهذه الحروف مع دلائلها 

...و ALTA... B‏ للتعبیر عن متغیرات المحمولات. 
2 الحروف ‏ › ع › 1 ء وهذه الحروف ودلائلها للتعبير عن الدوال. 
© رموز الروابط d]‏ ۸ ۷ جب ө‏ 
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4( الأقواس () وهي قوس الإغلاق وقوس الفتح على الترتيب. 
5( الحروف الصغيرة a, b, с,...‏ وهذه الحروف ودلائلها ...,ومررط,...ريقرية 
للتعبیر عن الحدود التي هي ثوابت والحروف الصغيرة 2 ,لا ,× للتعبير عن 
الحدود التي هي متغيرات. 
6( المكممان 3 .V‏ 

إن الترجمة من اللغة العربية العادية إلى لغة حساب المحمولات لا 
تخضع لقواعد معينة وإنما يتوجب علينا فهم معنى القضية باللغة العربية ومن 
ثم نعيد التعبير عن هذا المعنى باستخدام رموز حساب المحمولات. ولتوضيح 
كيفية القيام بهذه الترجمة يجب أولا تعيين الحدود والمحمولات. وكما مر بنا 
سنقوم بترميز الحدود باستخدام الحروف الصغيرة وترميز المحمولات 
بالرموز الكبيرة» وحيث نكتب رمز المحمول على يسار رمز الحد أو 
الحدود. الآن سنعطي أمثلة عديدة ومختلفة لممارسة الترجمة إلى ДА]‏ حساب 
المحمولات. 
(1) أحمد يعمل محاميا. 
الحد: آحمد-ه» المحمول: ‏ يعمل محاميا- .M,‏ 
الترجمة: -М,‏ 
(2) أحمد لا يعمل محاميا. 
الترجمة: .13 (باستخدام نفس الرموز في (1)). 
)3( هو يعمل محاميا. | 
الحد: х 9А‏ یل × يعمل محاميا-,/1. 
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‚Мү الترجمة:‎ 

x (4)‏ عدد زوجي. 

الحد: «-«؛ المحمول: x‏ عدد زوجي,8. 

الترجمة: ہت 

)5( أحمد وعلي محاميان. 

الحد الأول: أحمد-هء الحد الثاني: علي-9؛ المحمول: x‏ محامي,/1. 
الترجمة: .M ۸ M,‏ 

)6( أحمد يكون محاميا أو رياضيا. 

الحد: أحمد-ه» المحمول الأول: x‏ يكون محاميا-,84 ء المحمول الثاني: × 
يكون ریاضیا,. 

.M V N, الترجمة:‎ 

)7( 13 کان سالم محاميا فإنه لن یکون طبیبا. 

الحد: سالم-ه» المحمول الأول: x‏ محاميا- ,]۷ المحمول الثاني: x‏ طبيبا- 
‘Ry‏ 

М, ج‎ | R, الترجمة:‎ 

)8( يكون سالم محترما إذا وفقط إذا کان صادقا. 

الحد: سالم-ه» المحمول الأول: × يكون محترما-,1ء المحمول الثاني: × 
يكون Ку‏ 

الترجمة: R,‏ ج> مآء 


x>y (9) 
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الحد الأول: ах‏ الحد الثاني: ۷ المحمول: ر < × - ر»©. 
الترجمة: -С,у‏ 

(10) كل المعادن ناقلة للحرارة. 

كما ذكرنا سابقا يمكن ان تكتب هذه القضية على الشكل: 

L تكون‎ N كل‎ 

وبما أنه لم يذكر اسم لمعدن معینء فسنستخدم المتغير × ليعبر عن أي معدن؛ 
وبذلك يمكننا كتابة القضية كما يلي: 

كل «х‏ إذا كان x‏ معدن فان × يكون ناقلا للحرارة. 

والان عوضا عن (كل (x‏ نكت الرمز (Ух)‏ المحمول الأول: x‏ يكون 
معدن-,]» المحمول الثاني: × ناقلا للحرارة,2. 

(Vx) (L, ج‎ Z) الترجمة:‎ 

)11( يعض التجار جشعون. 

یمکننا أن نكتب هذه القضية على الشكل: 

بعض С‏ یکون 6. 

بما أنه لم يذكر اسم لتاجر معینء فسنستخدم المتغير х‏ ليعبر عن أي تاجر. 
وبذلك یمکننا كتابة القضية كما يلي: 

بعض x ox‏ يكون C,‏ و x‏ يكون G,‏ (حيث C,‏ هو المحمول: x‏ يكون تاجر؛ 
G,‏ هو المحمول: x‏ یکون جشع). 

والآن عوضا عن (بعض (х‏ نكتب الرمز (Әх)‏ 


.(3x) (С, А бу) الترجمة:‎ 
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)12( لا دلفين يكون سمکا. 
هذه القضية يمكن ترجمتها بإحدى القضيتين التاليتين: 
1( كل x‏ إذا كان × دلفين فان × لا يكون سمك. 
إذا رمزنا للمحمول: × يكون دلفين بواسطة D,‏ ورمزنا للمحمول x‏ يكون 
سمكا بواسطة F,‏ نستطيع بذلك ترجمة القضية هكذا: 
الترجمة: ]Е,)‏ ج (Vx) (D,‏ 
2( لا يوجد ox‏ بحيث أن x‏ يكون دلفين و يكون سمك. 
الترجمة: Хах) (р, A Б)‏ 
إن هذا المثال يقودنا إلى توضيح العلاقة بین المكممين الكلي والوجودي كما 
يلي : إذا قلنا (ليست كل الطيور تطير) فمن المعروف أن هذه القضية صادقة 
وذلك لوجود طيور مثل : النعامة وطائر البطريق لا یطیران» أي أننا نقرر 
صدق القضية (يوجد طير لا يطير). سنترجم هتين القضيتين المتكافئتين : 
٦ (ух) (K, > )(1)‏ 
(Эх) (K, A] Lo (2)‏ 
حیث x : K,‏ طيرء ا : x‏ هي یطیر۔ 
وللمقارنة بينهما سنحول الأولى إلى : 
(vx) (]K, v Lo (3)‏ ] 
وذلك بتطبيق قاعدة الاستلزام على الصيغة الشرطية في (1). الان وبتطبيق 
قانون د ي مورغان نحصل على : 
(vx) (Кл 11) (4)‏ 1 
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وهذه الأخيرة تشبه )2( ولكن مع ] (Ух)‏ ] عوضا عن (9х)‏ أي أن 
(1)»ه| (vx) о < (Эх)‏ 1 
حيث а‏ أية صيغة. 
كذلك فإن : 
(Зх)а ә (ух) То (2)‏ ] 
(ух) e < 1(3х) 1а (3)‏ 
(Эх) a <> (ух) Та (4)‏ 


)13( جمیع الطلبة الذين یمارسون الرياضة یکونون أقوياء البنية. 

يمكننا كتابة القضية كما يلي: 

مهما يكن x 13 ¿x‏ طالب و« يمارس الرياضة فإن x‏ يكون قوي البنية. 
الترجمة: (Ух) (S, Л (+ H)‏ 

حيث ,5: x‏ یکون طالب» :R,‏ × يمارس الرياضة x :H,‏ قوي البنية. ويمكن 
كتابة هذه القضية كالتالي: B,))‏ ج (R,‏ ج (Ух) (S,‏ 

استخدمنا هنا قاعدة (الاستیراد-التصدیر). 

)14( لیس كل ما نفضله نحصل عليه. ليكن: x‏ يكون شخصاح,8؛ x‏ يفضل 
x уу‏ يحصل على '-ر,8. يمكننا كتابة القضية كما يلي: 

لیس كل ах‏ إذا كان x‏ شخصاء فإنه لكل شيء у‏ إذا كان x‏ يفضل x Ову‏ 
يحصل على Уу‏ 

1х) (Р, (Уу) (Ly ج‎ Ёу)) الترجمة:‎ 
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)15( مشتقة الدالة f‏ معرفة. 
الحدود : 

x مشتقة‎ : р(х) ۰ f 
: المحمو لات‎ 

x : Kx‏ معرف 
الترجمة Кп:‏ 
(16) أكبر كرة في حانوت علي حمراء 
الحدود : 

أكبر كرة في حانوت علي : 2 
المحمولات : 

K, : حمراء‎ X 
: الترجمة‎ 
K, 

إن المكمم الجزئي 3 يعني» في حساب المحمولات» أنه يوجد على 
الأقل واحد يمتلك الصفة .K‏ ولکن» كيف يمكننا التعبير عن (على الأقل اثنين 
يمتلكان الصفة (К‏ ؟. يمكننا استخدام مكممين جزئیین» ولكن هذا لا يكفي 
(Bx) (Зу) (Kx л Ky) N‏ لا تستبعد إمكانية أن يكون × уз‏ يمثلان نفس 
الشيء. للقول أنه يوجد على الأقل اثنين» نحن نحتاج إلى القول أنه يوجد 
شيء x‏ وشيء آخر مختلف ر والاثنان يمتلكان الصفة 16. نستطيع أن نقول 
أن x‏ يختلف عن ر بواسطة كتابة ر + × . وبالتالي» فان الترجمة الصحيحة 


165 


تصبح (Bx) (Зу) (Kx ۸ Ky ۸ x # y)‏ . وبشكل ممائل نعبر عن يوجد على 
الأقل ثلاثة تمتلك الصفة K‏ : 
(3x) (Чу) )32( (Кх л 1 AKZA XZ yA yZ ZA X # Z)‏ 
وهكذا. 
يمكننا أيضا ترجمة قضايا تحوي (على الأكثر (п‏ فمثلاء إذا أردنا 
القول أنه يوجد فرد خارق القوة على الأكثر وهذا ينص على عدم وجود أكثر 
من فرد خارق للقوة. وبالتالي فهو نفي إلى : يوجد اثنان خارقا القوة على 
الأقلء وهكذا يمكننا أن نقوم بنفي صيغة من النوع الذي مر بنا أعلاه 
فنحصل على : 
(Зу) (Kx л Ку) Ax = y)‏ )»1 
وهذه تکافی : 
(Ух) (Vy) (Kx л Ку) > x = у)‏ 
والتي تنص على أنه : من أجل كل × وكل y‏ إذا کان × ور خارقا القوة فان 
x‏ هو .y‏ إنها تنص على أن جميع خارقي القوة هم الفرد نفسه تماما. ولكن 
هذا يعني أنه يوجد على الأكثر فرد خارق القوة. 
وبالمثل نعبر عن القضية : يوجد على الأكثر اثنين خارقي القوة 
وذلك باعتبارها نفي إلى يوجد على الأقل ثلاثة خارقي القوةء فنحصل على : 
X #2)‏ 2۸+ نزم برع عام گگاہ Л(Эх) (Зу) )32( (Kx ^ Ky‏ 
وهذه تکافی : 


Л (ух) (Уу) (Vz) (Kx л Кул Ко) جہ‎ x=yv y=zv yy=z) 
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والتي تنص على أنهء إذا كان x‏ ور وء جميعهم خارقي القوة فان اثنين منهم 
يجب أن يكونا الفرد نفسه. 
كذلك» يمكننا ترجمة قضایا تحوي n)‏ تماماء ... ,1 ,0 > 6). وبما أن القضية: 
يوجد n‏ تماما يمتلك الصفة (К‏ مكافئة إلى وصل يوجد على الأقل а n‏ 
الصفة K‏ ويوجد على الأكثر n‏ يمتلك الصفة «К‏ فيمكننا القيام بالترجمة» 
وذلك بربط الترجمتين المذكورتين أعلاه. ولكنء هنالك طريقة آسهل» فإذا 
أردنا القول بوجود قمر واحد تماماء فإننا نقول بأنه يوجد قمر وأي شيء 
يكون قمر يكون مطابقا له. وإذا أردنا القول بوجود رياضيين اثنين عربيين 
ممتازینء فإننا نقول بأنه يوجد على الأكثر اثنين وکل رياضي عربي ممتاز 
آخر يجب أن يكون مطابق إلى الأول أو الثاني. 
سندرس أدناه الترجمات من هذا النوع حسب قيم n‏ : 

(Vx) ]Kx п=0(1 
(Зх) (Vy) (Kx л Ку) > x = y) حم‎ 1(2 
(3x) (Зу) (Vz) (Кх л Ky ^x # y^ (KZ + (z=x vz=y)) п=2(3 
وهكذا.‎ 
قواعد بناء الصيغ‎ 6 .4 

تعريف: إذا كان P‏ محمولا ذو n‏ موضع وكانت م8.,... ,22 ,21 هي п‏ 
من الحدودء فإن 


Раа, а,‏ يسمئ ља‏ دریه. 


مثال: البصرة تقع إلى الجنوب من بغداد 
الحدود : البصرة-واء بغداد-ق. 
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المحمول: x‏ إلى الجنوب من 1y‏ ,7ء 
الترجمة: „Ры‏ هذه صيغة ذرية. 


سنبني الأن الصيغ في حساب المحمولات حسب القواعد الأربعة التالية: 
1( الصيغة الذرية تكون صيغة. 


2( إذا كانت وه оц,‏ صیغتان فإن: 
oo)‏ جه оо), (ол‏ ج Тоц, (ол Л оо), (оц V аз), (ол‏ تكون صيغ. 
3( إذا كان x‏ متغير وه صيغة فإن: 
(Ух) о, (Эх) a‏ 
تكون صيغتان. 
4) أي تتابع آخر من الرموز لا يكون صيغة. 
الكثير من المناطقة يستخدمون مصطلح (الصيغة الجيدة التكوين) مقابل 
(الصيغة) الذي استخدمناه نحن من أجل الاختصار. 
4. 7 شجرة الصيغة 

لقد حصلنا على الصيغ انطلاقا من الصيغة الذرية وهكذا نستطيع إنشاء 
شجرة الصيغة التي تبين كيفية الحصول على الصيغة انطلاقا من الصيغة 
الذرية التي تقع على مستوى (1). كل مستوى أعلى من (1) يتم الحصول 
عليه من المستويات التي تسبقه بواسطة الجزء (2) أو (3) من (قواعد بناء 
الصيغ) أعلاه. 
مثال: شجرة الصیغة  (М, А (Уу) (Ly > Къу)‏ (,3) 
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تكون كما يلي: 


(5) (Эх) (М, А (Vy) (Ly — Куу) 
(4) (M, Á (Уу) (Ly > Къу) 
(3) (Vy) (L, > Куу) 
(2 Ly > Ku 

\ 
(1) М, ہا‎ Ку 


4 8 المتغيرات الحرة والمتغيرات المقيدة 80024 апі‏ ۳۳66 
Variables‏ 

ذكرنا سابقا بأن تكميم المحمولات يحولها إلى قضايا. إن أدوات التكميم 

۲ 3 تؤثر على متغيرات المحمولات. 

تعریف: نطاق раба‏ في صيغة ما هو المكمم نفسه مع уай‏ صيغة تلي 

المكمم مباشرة. 

أمثلة على نطاق المكمم (Vx)‏ 

(Vx) (М, > (Vy)(R, > 19,)) (1) 

(Vx) Rx — (Vy)(R, جح‎ Муу) (2) 

نطاق المكمم الكلي في )1( هو )1( كلهاء أما النطاق في )2( فهو R,‏ (۷۸). 
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تعریف: یسمی المتغير × في صيغة ما مقيدا إذا وفقط 15 کان ضمن نطاق 
المكمم (vx)‏ أو (×3) وإذا لم يكن كذلك في حالة واحدة على الأقل فيسمى 
المتغير × حرا. 

المتغيران x‏ ولا في المثال (1) مقيدان. المتغير x‏ مقيد وحر في المثال 
(2)ء آما المتغير ر فمقيد. 


Е 


)1( المتغير х‏ في (Bx) Ру‏ مقيد أما у‏ فحر. 
)2( في الصيغة )1 < (Vx) (x > y) V (Эх) (x‏ المتغير × مقيد АЎ]‏ مرة 
ضمن نطاق المكمم (Vx)‏ ومرة ضمن نطاق المكمم (×3). 
تعريف: تسمی الصيغة قضية إذا لم تمتلك أية متغيرات حرة. 
4 دلالة حساب المحمولات 

إن دلالة حساب المحمولات معنية بكيفية بلوغ الصيغ - كما في 
حساب القضايا - قيم صدقها بالاعتماد على دلالة أجزائها المركبة لها. 
ولکن» بما أن هذه الأجزاء يمكن أن تكون متغيرات محمولات» ثوابت أو 
متغيرات» فإننا لن نكون قادرین» هناء على أن نقيد أنفسنا بقيم صدق عندما 
يتعلق الأمر باللغات التفسيرية لحساب المحمولات. الصيغ هنا يجب أن تؤول 
إلى تفسيرات متغيرات المحمولات والثوابت وأي شيء آخر يظهر في هذه 


الصیغ۔ 
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4 تفسیر الصیغ في حساب المحمولات 
أولا : تفسير الصيغ ذات المتغيرات المقيدة 
لناخذ الصيغة الوجودية : 
(Зх) (К, ^ La)‏ )1( 
لا يمكننا القول بصدق أو كذب هذه الصيغة قبل أن نفسر رموزها. 
هنا يجب : 
)1( تفسير مجموعة القيم التي ياخذها المتغير ×؛ وسنسميها المجموعة 
الشاملة. وبما أن الصيغة الوجودية تعني بالنسبة لنا أنه يوجد شيء ماء فإننا 
بواسطة تفسير المجموعة الشاملة إنما نفسر ماذا يمكن أن يعني هذا الشيء : 
آعداد. بشرء أشجارء دوالء أطباءء وهكذا. 
)2( تفسير ماذا تعني رموز الممولات: الثوابت» رموز الدوال (ان وجدت) 
في المجموعة الشاملة. وهكذا فإن تفسير الصيغة (1) يكون على الشكل : 
(Mı, Kı, Lı, а)‏ = ر0 
حیث أن Mi‏ هي المجموعة الشاملة (مجموعة غير خالية)ء 
]ىآ هي تفسيرات K, L ,a‏ على الترتيب . 
الآن لیکن M,‏ هو مجموعة الأعداد الحقيقية х: Кух R‏ عدد صحیح؛ ہا : 
y‏ < × ءرج : 0. وهكذا فان تفسير الصيغة )1( في ,0 يكون القضية : 
(2) بعض الأعداد الحقيقية تكون صحيحة وموجبة. 
من الواضح أن القضية (2) صادقة في ,0 (خذ مثلا 5 عدد حقيقي صحيح 


وموجب). ولكننا إذا أخذنا تفسير آخر : 
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O2 = (Mı, K, Lı, a) 
على حالها‎ соња ء وكذلك ,اء‎ Му نلاحظ أن الموجوعة الشاملة‎ 
(1) سالب. وإذن تفسیر الصيغة‎ × : Кох حيث أن‎ K, إلى‎ K, بینما غيرنا‎ 
: في 02 يكون القضية‎ 
بعض الأعداد الحقيقية تكون سالبة وموجبة.‎ )3( 
من الواضح أن (3) هنا كاذية.‎ 
إن تفسير صيغة في حساب المجمولات هو تعميم لتعيين قيم الصدق‎ 
للمتغيرات القضائية للصيغة في حساب القضايا.‎ 
: لناخذ الصيغة الكلية (المكممة كليا) التالية‎ 
(4) (Vx) ((Kx ^ Lx) > Nxf (a)) 
: تفسیر الصيغة )4( يأخذ الشكل التالي‎ 
O, = (Mı, Kı, Lı, Ni, б, ai) 
: لناخذ التفسيرات التالية‎ .) f هو تفسیر للدالة‎ )۱( 
مجموعة الأعداد الصحيحة‎ : Mi 
موجب‎ X : K Ix 
زوج‎ × : [× 
y > х: Nixy 
0:8 
х+1:{(х) 
: وإذنء فان تفسیر الصيغة )4( في ,0 یصبح القضية‎ 
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)5( کل عدد صحيح زوجي موجب يكون أكبر من 1 
و من الواضح أن (5) هنا صادقة. 
سنستبدل ,0 بتفسير آخر Оз‏ حيث 
О» = (Mı, Kı, Lı, №, б, аз)‏ 
نلاحظ أن الفرق بین ,0 و О;‏ هو التغيير من ар‏ إلى ар‏ فقطء وليكن аз‏ : 
6۔ СА!‏ يصبح تفسير )4( في O,‏ القضية : 
(6) كل عدد صحيح زوجي موجب يكون أكبر من 7 
ومن الواضح أن (6) هنا كاذبة. 
ثانيا : تفسير الصيغ ذات المتغيرات الحرة 
لناخذ الصيغة : 


(7) K. (Зу) وا‎ 


المتغير × في هذه الصيغة حر. إن تفسير الصيغة )7( يكون على 
الشکل التالي ۱ 
O, = )84, Kı, Lı, №, fı, a1, bi)‏ 
نلاحظ أن Li » K,‏ محمولين تنائيين على M)‏ ء f,‏ دالة ذات 
متغيرين (أي أن 58 : (М, Мх М‏ والثابتين رھ و bi‏ 
عنصرين من .M,‏ سنعطي الآن تفسيرا إلى )7( 
Мусай‏ هي مجموعة الأعداد الحقيقية >y: Kixy: R‏ ×+ 1×۷ : 


.1 بواع‎ 2=a ٠ 1] «رم‎ 2 ۷ sk == y 
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إذا قمنا بتفسير الصيغة (7) بدون إعطاء أي تفسير إلى × فإنها تؤول 
إلى ما يلي : 
)8( إذا كانت x‏ < 2 فإنه يوجد حقيقي لا بحيث أن .x.y=1‏ 
أو أن 
(9) إذا كنت × < 2 فإن × تمتلك نظير ضربي. 
)8( (والمکافئة لها (9)) تكون صادقة أحيانا وكاذبة أحيانا أخرى. فإذا كانت 
×= -4 فان (8) تكون صادقة لأنه يوجد عدد حقيقي ۷ = 14 حيث أن X‏ 
1= لا. . و(8) صادقة أيضا عندما ×= 3 لأنه في هذه الحالة يكون مقدم 
(8) كاذبا. ولكن إذا كانت > 0 فإن (8) تكون كاذبة لأن مقدمها يكون 
صادقا بینما تاليها كاذبا لعدم وجود عدد حقيقي 7 بحيث أن 1=ر.0. 
سنعطي الآن التعريف التالي : 
لیکن ,0 تفسيرا للصيغة 0 ولتكن 0 ذات n‏ من المتغيرات الحرة 
Ха‏ ,... ,2× ,1× ولتكن (aa... а)‏ = ره نونية مرتبة تنتمي إلى الموجوعة 
الشاملة Му‏ للتفسير ,0. نقول أن а‏ تحقق о‏ إذا آلت 0 إلى قضية صادقة 
في ,0 كلما فسرت » في ,0 وذلك بتفسير كل متغير حر Xi‏ على أنه „аң‏ 
إن كل مما يأتي هو تفسير للصيغة )7( في ,0 : 
)1( إذا كنت 2 > -4 فإنه يوجد عدد حقيقي ۷ بحيث أن -4 . 2۷ 1 
)2( 13 كنت 2 > 3 فإنه يوجد عدد حقيقي y‏ بحيث أن 3 . لا - 1 
)3( إذا كنت 2 > 0 فإنه يوجد عدد حقيقي ۷ بحيث أن ۰0 2۷ 1 
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وكما ذكرنا أعلاه فان (1) و )2( صادقتین: أما )3( فكاذبة. هنا 
نقول أن -4 تحقق الصيغة (7) في O,‏ وكذلك بالنسبة 3 أما 0 فلا يحقق 
الصيغة (7) في 0. 
التفسیرات التي مرت بنا لحد الآن كانتت عدديةء أي أن مداها 
مجموعة عددية. ولکٹھ ليس من الضروري أن يكون التفسير عدديا. سوف 
نقوم بإنشاء تفسيرات تكون مشابهة إلى جداول الصدق في حساب القضایا. 
لتفرض أننا نريد إيجاد تفسير تكون فيه الصيغتين 
(Эх) K, AL.)‏ )0 
о) @jJ)(L.AN2)‏ 
صادقتبنء أما الصيغة 
(3х) (K, л №)‏ )3( 
فكاذبة. 
حتى تكون )3( كاذبة في التفسير )№ ,سا (Mi, Ку,‏ = ,0ء فإنه 
يجب أن لا يوجد عنصر ره في MI‏ بحيث يمتلك الصفة K,‏ ويمتلك الصفة 
‚М,‏ 
وحتى تكون کل من (1) و (2) صادقة فإنه لا يجب أن لا تكون أي 
من Ni +L, K,‏ خالية (أي يجب أن توجد عناصر تنتمي إلى ,1 وتمتلك 
الصفات K,‏ را .(N,‏ وهكذا فان Му‏ يمك عنصرین على الأقل. 
لیکن а) = Ку (a, , 61) M,‏ ,1 “زرط (bi) = Nyc (ау,‏ 
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هذه الحالة يمكن وضعھا على شكل جدول صدق كما يلي : 
Mı = {а,Ь}‏ 





(1) ка 

نلاحظ من الجدول أن الصيغة )1( صادقة في ,0 لان Ка‏ و 
L ia,‏ صادقتين. الصيغة )2( صادقة في ,0 لان Libi‏ و Nibi‏ صادقتين. 
ولكن الصيغة )3( كاذبة لعدم وجود x €M,‏ بحيث أن كل من Кух‏ و 
Мух‏ صادقة. 
4 صدق وكذب الصيغ في حساب المحمولات 

الصيغة 0 في حساب المحمولات تكون صادقة أو كاذبة في تفسير 
O,‏ إلى ». ولقد قمنا في الفقرة السابقة بتوضيح كيفية تحديد صدق أو كذب 
الصيغ في حساب المحمولات بواسطة الأمثلة وسنقوم الآن بإعطاء تعريف 
التحقق' وكذا تعريف صدق وکذب الصيغ. 

لقد مرت بنا قواعد بناء الصيغ في حساب المحمولات وهنا نذكر بان 
هذه الصيغ ما أن تكون صيغ ذرية» أي تتكون من متغير محمول وحدودہ أو 
أن تكون صيغة مركبة بواسطة استخدام الروابط» أو صيغا مكممة باستخدام 
المكممين بالطريقة الذي ذكرناها. 


' _ Satisfaction 
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أولا : الصيغة о‏ ذرية. 
إذن © ستأخذ الشكل : Кїз...‏ حيث ہا ,... ہوا ti,‏ هي п‏ من الحدود. 
وليكن Кү‏ هو تفسير K‏ في ,0 ولتكن ما ,... ,2 ٠,‏ هي تفسيرات ,وا مہا 
ہا ,... على الترتيب. إذن النونية المرتبة t'a)‏ ,... ,02 ,071( = ره تحقق 0 
في 0 إذا وفقط إذا كان كل من بم ,... ہو و يمتلك الصفة Ку‏ 

في حالة عدم امتلاك © لأية متغيرات حرة» أي في А‏ کون 0 
قضية فان تفسير » لا يعتمد على ,3. وهكذاء فإما أن كل نونية مرتبة تحقق 
0 أو عدم وجود نونية مرتبة تحقق ,0. 
ثانيا : الصيغة ,0 مركبة من الصيغتين В‏ و باستخدام الروابط. 

لتكن ат)‏ .... ,3'5 ,'3) = ,3 نونية مرتبة تنتمي إلى Mi‏ المجموعة 


الشاملة للتفسير ,0. عندنا الحالات التالية : 


1 هي [ 
ај‏ تحقق 0 في التفسیر О,‏ إذا وفقط إذا كانت رو لا تحقق B‏ في ر0. 
2 » هي yv B‏ 


رھ تحقق 0 في التفسیر ,0 لذا وفقط إذا كانت а‏ تحقق 8 في ,0 
أو به تحقق في ,0. 
3. 0 هي ۵ ۸ ۷ 

رھ تحقق 0 في التفسير ,0 إذا وفقط لذا كانت ,2 تحقق ‏ في ,0 


و а‏ تحقق ۷ في О‏ 
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4 0 هي رج В‏ 

رھ تحقق © في التفسير ,0 إذا وفقط إذا كانت ,2 لا تحقق В‏ في 
О,‏ أو а‏ تحقق ۷ في ,0. 
5. ۾ هي ب Be‏ 

al‏ تحقق © في التفسير ,0 إذا وفقط إذا كانت а‏ تحقق В‏ و ۷ في 
О,‏ أو а‏ لا تحقق B‏ ولا تحقق 7 في |0. 

مثال 

(ы, <€ تحقق سا[‎ (асу) «(2) في التفسير المعرف في الشكل‎ 
(a, ci, bi) و‎ Kx — Lyz تحقق‎ (bi, aí, ci) ٠ Kx v Lxy تحقق‎ ci) 
. Kx جه‎ (Ky v Lxz) تحقق‎ 
(Эх) أو م‎ (Vx) هي م‎ а : ثالثا‎ 

لتكن (а, а, ..., а, b)‏ = ره . (الصيغة В‏ يمكن أن تمتلك x‏ 
كمتغير حر. رتا تعوض x‏ في التفسير 203( 
1. 0 هي 6 (Vx)‏ 
а‏ تحقق »0 في التفسير ,0 إذا وفقط إذا كانت ,2 تحقق В‏ من أجل جميع 


۱ء رتا. 

2 ۰ هي م @х)‏ 

а‏ تحقق © في التفسیر O,‏ إذا وفقط إذا كانت ,2 تحقق ۵ من أجل بعض 
۱ > رتا 
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تعريف (1) 
لتكن 0 صيغة ذات n‏ من المتغيرات الحرة على الاکٹرء ,© تفسير الصيغة 
Муза‏ هو المجموعة الشاملة إلى O,‏ . 
۰1 تكون صادقة في O,‏ ذا وفقط إذا كانت كل نونية مرتبة من العناصر 
المنتمية إلى ,1۷ تحقق ». 
2 © تكون كاذبة في O;‏ إذا وفقط إذا لم توجد نونية مرتبة من العناصر 
المنتمية إلى Му‏ تحقق ». 
تعريف (2) 
الصيغة 0 تكون صحيحة کلیا! إذا كانت © صادقة في كل تفسير لها. 
الصيغ الصحيحة في حساب المحمولات تقابل الصيغ التكرارية في 
حساب القضايا. الصيغ التالية هي صحيحة : 
(Vx) (Kx — Lx) — (Эх) Кх — (3x) Lx) ‹(Ух) (K, 1К,)‏ 
سنعطي أمثلة توضيحية إضافية حول صدق الصيغ حيث التفسير هو نفسه 
كما في الشكل (2) أعلاه. 
مثال (1) لناخذ الصيغة 
(ух) Кх ә Тез)‏ رں 
نعلم أن الصيغ المكممة U‏ تكون صادقة في تفسیر Ор‏ إذا وفقط إذا 
كانت صادقة من أجل كل العناصر × المنتمية إلى المجموعة الشاملة ҮМ‏ 


هنا عندنا 3 حالات : X‏ هي 2 + 0 أو 6. 


' - Universally valid 
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a =X .1‏ 
La‏ أن лаа‏ کانبة (()5 (а=‏ إذن |Laa‏ تكون صادقة. وإذن عندما 
x‏ = رج فان الصيغة التالية صادقة : 

(2) (Kx > Lao) 
bı =x .2 
يكون كاذب.‎ K yt هنا الصيغة )2( تكون صادقة أيضا ذلك أن مقدمها‎ 


3 2 6۱ 
هذه الحالة مشابهة للحالة 1 ذلك أن лаар‏ كاذبة وبالتالي تکون الصيغة )2( 


إذن الصيغة )1( صادقة في O,‏ . 

نستطیع الان اعطاء التلخیص أدناه. 

الصیغ المکممة (Vx) @ ЫС‏ تکون صادقة في تفسیر ,0 إلى Зо‏ 
وفقط إذا كانت 0 صادقة من أجل کل تفسیر إلى X‏ في ,0 . 

الصيغة 0 (Vx)‏ تکون كاذبة في жый‏ ,0 إلى уо‏ وفقط إذا 
كانت » کاذبة في تفسیر O,‏ من أجل تفسیر ما إلى X‏ في ,0 . 

الصيغة المكممة وجودیا © (Эх)‏ تکون صادقة في تفسیر ,0 إلى 
» إذا وفقط إذا كانت © صادقة في ,0 من أجل تفسیر ما إلى × في ,0 . 

الصيغة المكممة وجوديا 0 (Эх)‏ تكون كاذبة في تفسير ,0 إلى 0 


إذا وفقط إذا كانت а‏ كاذبة في كل تفسير إلى × في ,0 . 
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(i)‏ ترجم إلى لغة حساب المحمو لات كلا من القضايا التالية. 
)1( جميع الطلبة يتقدمون إلى الامتحانات. 

(2) بعض الأحياء نباتات وبعض النباتات مفيدة. 

(3) ليست كل المعادن ثمينة. 

(4) إذا كان بعض الطلبة أكبر سنا من أحمد فإن أحمد أكبر سنا من سالم. 
(5) بعض الأطفال الذين يذهبون إلى مدارسهم يكونون مرفوقين بأمهاتهم 

(6) كل طبيب أكبر سنا من علي يكون أيضا أكبر سنا من بعض المرضی۔ 
(7) جميع الأبقار ثدييات. 

(8) ليس كل الطلبة يحتاجون إلى الراحة. 

(9) بعض النباتات ليست سامة. 

(10) بعض الطلبة يفضلون المنطق وبعض الطلبة يفضلون التاريخ. 

)11( كل طالب أكبر سنا من كريم يكون أكبر سنا من فائزة أیضا۔ 

(12) لا أحد أطول من نفسه. 

)13( أي طالب يحترم کل أستاذ يحترم نفسه أیضا. 

(14) بعض أصدقاء حامد فوضويون. 

(15) إذا كان بعضهم أكبر سنا من أحمد فإن جميع الطلبة أكبر سنا من علي. 
(16) سالم يحب كل شيء. 

(17) كل شيء يحب نفسه. 

(18) بعض الأشياء تحب نفسها. 
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(19) 13 كان سالم يحب نفسه فإنه يحب بعض الأشياء. 
)20( 13 كان سالم لا يحب نفسه فإنه لا يحب أي شيء. 
(21) بعض الأعداد الصحيحة تكون من مضاعفات العدد 5. 
(22) كل عدد صحيح له نظير جمعي. 


(ب) ترجم كل من الصيغ التالية إلى اللغة العادية باستخدام تفسيرات الحدود 
والمحمولات المذكورة أدناه. 

الحدود: —a‏ أحمدء —b‏ باسم. 

المحمولات: 

.y مسألة في الامتحان‎ х-Муу 

,[-× امتحان. 

پا -× رجل. 

х-№,‏ امرأة. 

.y يحل‎ x—Ty 

(Зх) (Зу) (I, A My, A Tey) — (3z) (Зи, A Muz A Tau) (1) 
(Эх) (В, A (а) (Vz) (lz A My, > Туу)) (2) 

(ج) أنشئ شجرة كل صيغة مما يأتي مبتدئا من الصيغ الذرية. 
)1( ((رط — (Ух) (M, — (Зу) (R,‏ 

(ух) (Зу) (Му А К) — (М А ((ومڈ‎ (2) 

(Эх) ((VyXL, A ہا‎ — R, A (L, V Ву) (3) 

(د) في كل من الصيغ التالية ضع خطا تحت المتغيرات الحرة. 
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(Vx) А A (M, V Ьу) (1) 
(Bx) (М, A R,, A Lay) (2) 
M, V L,y > (3x) (R, A M.) (4 


( 
( 
(vy) (x) M,y 1.) (3) 
( 
(Vx) Pa — Ом (5 
( 


) 
) 
(P, А Q,y) = (Vx) (R, — P.) (6) 


(ه)جد لکل من الصيغ التالية تفسيرا تكون فيه الصيغة صادقة وتفسیر آخر 


تكون فيه كاذبة : 

(¥) (K, AL) > М,) (1 
Кул (3) (К, ^ | хь) (2 
(3) (Ka^ م(مآ|‎ (Vy) (N. y > 1О,,) (3 
(Vy) (K, > 1а) (ر3)‎ (Ky ^ Ny ^1) (4 


(У,) (Уу) (Ёху у Ry) (7x) (3) Rxy л (Уу) (3,) 1Аху — (5 


(و)جد لكل من المجموعات الصيغ التالیة تفسيرا تكون فيه الصيغة الأخيرة 
كاذبة وبقية الصيغ صادقة : 
(Vx) (K, > Lx), (3y) (K.A Lx) (1‏ 


(vO (Kx >L, Ka, ]L, (2 
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(VO (Kx +L, n), (М) (By) Lxys (Зу) IL, 
(Уг) (Wy) (K, л Ky) > КГС. у) 

(3,) (Kx A ما‎ 
(V) (K, > (Зу) (K, ^ 1176.5) 
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الفصل الخامس 


Natural Deduction of الاستنتاج الطبيعي لحساپ‎ 
Predicate Calculus لات‎ \ 


5 1 البراهين الصورية في حساب المحمولات 

يمكن بسهولة توسيع الاستنتاج الطبيعي لحساب القضايا إلى الاستنتاج 
الطبيعي لحساب المحمولات. فجميع قواعد الاشتقاق في الأول تطبق في 
الثاني. ولكنه من أجل التعامل مع المكممين» يتم إدخال 4 قواعد اشتقاق 
جدیدة» كما أن تعريف البرهان الصوري الذي مر بنا يصح في الاستنتاج 
الطبيعي أيضا. 

قبل أن نعطي القواعد الأربعة الجديدة سنتوقف عند التعریف التالي: 

إذا كانت » صيغةء X‏ متغيرء а‏ حد فان а (a / x)‏ تكون صيغة ناتجة 
من » وذلك باستبدال كل ظهور حر للمتغير × بواسطة а‏ 
مثال 1: لتكن » هي الصيغة (Уу) (М, — L.)‏ سنجد الصيغ الناتجة من @ 
بواسطة الاستبدالات التالية: 1. (×/د) ۰۵ 2. а (х/х)‏ 
الحل: 1. (Уу) (М, = Ly) .2 (Уу) (M, — Lay)‏ 
مثال 2: لتك » هي الصيغة (×<ر)(ر3). سنورد أدناه بعض الحدود ويقابل 
كل حد نتيجة استبدال المتغير × بهذه الحدود. 

о (2/х) (Зу) (у> 2) 2 
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2 (Зу) (у> z) о (2/х) 


22 (2у) (у> 22) 0 (22/х) 
2+2 (Зу) (у>2+2) а (z + 2/х) 
x+z (3y) (у> х + 2) а (х + 2/х) 
y (Чу) (у> у) а (у/х) 


الصيغة (×/2)» تنص على أنه يوجد عدد أكبر من 2 و(×/2)» تنص على أنه 
يوجد عدد أكير من . ولكن о(у/х)‏ تنص أنه يوجد عدد أكبر من نفسه. 
عندما یتم استبدال المتغير x‏ بواسطة у‏ فان y‏ يصبح ضمن نطاق المكمم 
(Зу)‏ ويصبح مقيد. وبالتالي فان الصيغة о(у/х)‏ لا تقول عن y‏ نفس ما تقوله 
а‏ عن ×. هذا النوع من الاستبدال لا يستخدم في حساب المحمولات ويمكن 
أن يقود إلى الخطأ. الاستبدال الصحيح يكون حسب التعريف أدناه. 

لیکن y «х‏ متغيران» а‏ صيغة» يستبدل x‏ بواسطة у‏ 15 وفقط إذا 
أصبح كل ظهور حر للمتغير × في » ظهور حر للمتغیر y‏ في (×ار)». 

في الصيغة са‏ المثال 2ء لا يمكن استبدال × بواسطة «у‏ ولكن يمكن 
استبدال × بواسطة أي متغير آخر عدا гу‏ 

مثال 3 : لتكن а‏ هي الصيغة : 

(уу) (х > у) (82) (y=z) 
$ ری×‎ 2, 2x, х+у, 3+ : x أي من الاستبدالات التالية صحيحة إلى‎ 
: الجواب‎ 


XI, Z, 2X 
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Universal Quantification  )ك.كت(‎ ¿ASW قاعدة التكميم‎ .1 
(Adding а Universal Quantifier) (إضافة المكمم الكلي)‎ 


قاعدة التكميم الكلي (تك.ك) 


إذا كانت » صيغةء a‏ حد» × متغير فان ۷(0) تشتق من ®(а/х)‏ 


. X يجب أن يكون عنصرا عشوائيا من مجموعة تعریف" المتغير‎ a 





رمزیا نکتب: »(×۷) = (а/х)‏ ه. 


تخطيط القاعدة (تك.ك) ات 
(Ух)‏ 

إن فكرة هذه القاعدة هي أنه إذا كانت » صادقة من أجل a‏ حيث أن 
уаш a‏ | عشوائيا من مجموعة التعریف؛ فان » تكون صادقة من اجل كل 
نفعله عند استخدام هذه القاعدة هو إضافة المكمم الكلي واستبدال الحد 
العشوائي بالمتغير. 


2. قاعدة التكميم الوجودي (تك.و)  Rule of Existential Quantification‏ 
(إضافة الک الوجودي) (Adding а Existential Quantifier)‏ 
'- مجموعة تعريف × هي المجموعة التي نختار منها الأشياء لاستبدال × بواسطتها. 
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قاعدة التكميم الوجودي (تك.و) 


إذا كانت а‏ صیغة ль a‏ × متغير فان »(×3) 










<“ ®+, 


а (а/ х) تشتق من‎ 


.» (a / х) )3×(» رمزيا نکتب:‎ 


تخطيط القاعدة (تك.و): саи‏ 
(3x)o.‏ 
إن فكرة هذه القاعدة هي أنه إذا كانت а‏ صادقة من أجل а‏ من 
مجموعة التعریف АА‏ يوجد x‏ الذي من أجله تكون а‏ صادقة. والتسمية 
(إضافة المكمم الوجودي) تبين أن ما نفعله عند استخدام هذه القاعدة هو 
إضافة المكمم الوجودي واستبدال الحد بالمتغير. 
إن ما نحتاجه الآن» هو بعض قواعد تمكننا من اشتقاق صيغ غير 
مكممة من صيغ أخرى مكممة. ولهذا الغرض تتوفر لنا قاعدتين. الأولى 
تطبق على الصيغ المكممة كليا وتسمى (التخصيص الكلي) والثانية تطبق 
على الصبغ المكممة جزئيا وتسمى (التمثيل الجزئي). 
3. قاعدة التخصيص الكلي (تخ.ك)  Rule of Universal Specification‏ 


(Elimination of Universal (حذف المک الكلي)‎ 
Quantifier) 


قاعدة التخصیص الكلي (تخ.ك) 


<“ s. 


إذا كانت о‏ صیغة а‏ حدء X‏ متغير فان а (a / x)‏ تشتق من »(×۷). 





‚(ух)® 35 о(а/ х) رمزيا نكتب:‎ 


188 





تخطط القاعدة اتید اك (Ух)‏ 
كع وتم о(а/х)‏ 


إن فكرة هذه القاعدة هي أنه إذا كانت » صادقة من أجل كل × من 
مجموعة التعریف» فان ¿o (a / x)‏ تكون صادقة من اجل أي а‏ من مجموعة 
تعريف «. والتسمية (حذف المكمم الكلي) сый‏ أن ما نفعله عند استخدام هذه 
القاعدة هو حذف المكمم الكلي واستبدال المتغير بأي حد. تسمى هذه القاعدة 
أيضا (التمثيل الكلي). 

مثال1 : كل الحيتان ثديية. لا واحد من الثدييات یکون سمك. إذن لا سمكة 
تكون حوت. 

الحل: المحمولات الذرية 

.5, يكون ثديي: اء × يكون سمك:‎ × H, يكون حوت:‎ x 


الترجمة 
المقدمات (,18 (У,) (H, > Lo, (V) (L, ә‏ 
النتيجة (V) (Sx > ]Hx)‏ 
البرهان 
° متحيقم وم .۰ ] 
(Və (L, 15) ё‏ .2 )2( 
(a / x)‏ ,1تخ.ك L,‏ جہ H,‏ 1 9 
,3عکس النقيض 1L, + 1H,‏ 4 _—( 
(a / x)‏ ,متخ.ك ,18 > L,‏ 5 }2{ 
,5عكس النقیض با[ > S,‏ 6 )2( 
6 ,4القياس الشرطي Sa > TH,‏ 7 2( 
,057 .كگ )19> (ухуѕ,‏ 8 }1,2{ 
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مثال 2 : کل الأسماك تتنفس بالغلاصم. السلحفاة لا تتنفس بالغلاصم. إذن» 
السلحفاة ليست سمكة. 

الحل: المحمولات الذرية 

× يكون سمكة: S,‏ » × يتنفس بالغلاصم:,11, 


الحدود 
السلحفاة: а‏ 
الترجمة 
المقدمات (Ух) (S, > Ho, |H,‏ 
النتيجة 8 
البرهان 
ә н,) г‏ یی مم .1 (1) 
А‏ ,19 2 @ 
تخك Sa > Ha 1, (а/х)‏ :3 .1ا 
نفي التالي 2,3 ,18 .4 )12( 


مثال 3 : کل أساتذة الجامعة مثقفون. ناصر أستاذ جامعة. إذنء» يوجد أستاذ 
جامعة مثقف. 

الحل: المحمولات الذرية 

× یکون أستاذ جامعة: x «Р,‏ يكون مثقف: „С,‏ 

الحد 

.n : ناصر‎ 


الترجمة 
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(x) (Px - Cx), Pn المقدمات‎ 


(3) (P, A С,) النتيجة‎ 
البرهان‎ 

СЮ °‏ جہی ورم 1 } 

2} 2. 5 š 

(ç 3. جيم‎ C, ,اتخ.ك‎ (n / x) 
)1,2( 4 С, ,2الوضع‎ 3 
)1,2( 5 Pq A Cn ,2العطف‎ 4 
{1,2} 6 (Эх)(Р,АС,) ,5تك۔و‎ 


Rule of Existential Instantiation  )و.مت( قاعدة التمثيل الوجودي‎ .4 
(Elimination of Existential 1 


(حذف المكمم الوجودي) Quantifier)‏ 


قاعدة التمثيل الوجودي (تم.و) 


خبط مرف 


إذا كانت о‏ صيغةء а‏ حد؛ х‏ متغیر فان а (a / х)‏ تشتق من (Эх)о‏ 





.)3«( | a (а/х) رمزيا نكتب:‎ 


(Эх)а 


تخطيط القاعدة (تم.و): یت 





إن فكرة هذه القاعدة هي أنه إذا كانت (Эх)а‏ صادقة فان о (a / x)‏ 
تكون صادقة من أجل حد واحد على الأقل من مجموعة التعريف. والتسمية 
(حذف المكمم الوجودي) تبين أن ما نفعله عند استخدام هذه القاعدة هو حذف 


المكمم الوجودي واستبدال المتغير بحد. 


11 


مثال1 : بعض الرياضيين أساتذة جامعة. کل أساتذة الجامعة مثقفون. إذن» 
بعض الریاضیین مثقفين. 

الحل: المحمولات الذرية 

„С, مثقف:‎ x ۰۳, أستاذ جامعة:‎ × » S, رياضي:‎ x 


الترجمة 
الات (S, А Р,), (Ух) (Р, — C)‏ 3( 
النتيجة (S, AC»‏ )8( 
البرهان 
(3x) (SAP) ё‏ .1 ( 
Су) ё‏ جيم (ух)‏ 2 2) 
S, ЛР, 9:021, (a / x)‏ 3 }1{ 
,1 التبسیط f} 4. P,‏ 
(а / x)‏ ,2 . ك Ca‏ — و 5 }2{ 
5 ,4الوضع ,© ق6 1,2) 
,3التبسيط S,‏ 7 1) 
67العطف S.A C,‏ .8 1,21) 
,نك .و (эк) ($, ЛС)‏ .9 2,( 


سنعطي الآن АЙА‏ عامة على البراهين الصورية لصحة صور الحجج 
في حساب المحمولات. 
مثال 2 : جميع الأفيال لبونة. بعض الأفيال مشاكسة. إذن» بعض اللبائن 
مشاكسة. 
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المحمولات الذرية 
× فيل : K,‏ »> × لبون : »1 ۰× مشاكس : M,‏ 


الترجمة 
المقدمات (V) (К, => L) ,)3,( (K, ^ MO)‏ 
النتيجة (L, ^ M.)‏ )3( 


نستطيع أن نطبق قاعدة التخصيص الكلي على المقدمة الأولى وقاعدة 
التمثيل الوجودي على المقدمة الثانيةء ولكننا هنا يجب أن نكون حذرینء فإذا 
طبقنا (تخ.ك) أولاء فإننا نحصل على K, Ə L,‏ ء حيث ‏ عنصرا عشوئیا 
من مجموعة التعريف. ولكن لا يمكننا الافتراض أن هذا العنصر المعين а‏ 
هو أيضا عنصر تكون من K, A M, АЫ‏ قضية صادقة. إن المقدمة الثانية 
(K, ۸ M.)‏ (,3) تضمن وجود على ЗУ)‏ عنصر واحد من مجموعة 
التعريف يمتلك الصفتين التاليتين معا : يكون فيل ويكون مشاكسء ولكن لا 
يمكننا الافتراض أن و يمتلك هاتين الصفتين. 
ومن أجل تجنب هذه المشكلة فإننا نقوم بتطبيق القاعدة تم.و أولا. إن 
المقدمة (K, ۸ M,)‏ ),3( تسمح باشتقاق A M,‏ مك1 من أجل 8 من مجموعة 
التعريف. اما المقدمة L)‏ ج K,‏ ( (,۷) فتسمح باستبدال قيم المتغير X‏ في 
,1 ج K,‏ باي عنصر من مجموعة التعريف والحصول على قضية صادقة. 
وعلى وجه الخصوص يمكننا استبدال × بواسطة а‏ والحصول على 
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ما ج K,‏ . ولكن يجب أن نتذكر أن а‏ ليس عنصر حشوائي» وإنما أحد 
(الأفيال المشاكسة). 


البرهان 
(V) (К, > L.) e‏ .1 
(К, л М) К‏ 20 .2 
K, ^ M. 2, së‏ .3 
تخ.ك را К»‏ .4 
التبسيط ,3 K,‏ .5 
التبسيط ,3 M.‏ .6 
الوضع 4,5 ПИЕ‏ 
العطف 6,7 L, AM,‏ .8 
تك .و 8 (L, A M.)‏ )3( .9 


إن کون 2 ليس عنصر عشوائي من مجموعة التعريف لا يسمح لنا 
بتطبيق تك.ك على L, A M,‏ لاشتقاق (L, ۸ М)‏ (,۷) . 
مثال 2 
الأساتذة والأستاذات يحبون الطلاب. الأستاذ حافظ لا يحب سلمان. ۷ أستاذة 
تحب حميد. نوال أستاذة. إذن» لا سلمان يكون طالب ولا حميد يكون طالب. 
الحل: المحمولات الذرية 
КОСО‏ أستاذ: ۶ء × تكون أستاذة: ہل × يكون طالب: S,‏ × يحب Му ту‏ 
الحدود 
حافظ: ¿h‏ سلمان: ‹т‏ حمید: со‏ نوال: -r‏ 
الترجمة 
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المقدمات 
(Vx) (R—] №), Rr‏ اط (Vx) ((P, V К„)у—э(Уу) (S,— №у)), Ph A]‏ 
النتیجة م5[ 15,۸ 


البرهان 

( 1. (yx|X(PVR)-—(VyXS,—N,) е 

{2} 2 Pn A 1№ ° 

з} 3 (Ух) (R, > ÎN) ё 

)4۱ 4. R, ё 
تا‎ 5 Rr» 1№ 8-48, (0/5) 
G3.4 6 4الوضع م1‎ 5 
لا‎ 7 (РУК) ә (уу) (58у N) — باقع‎ »/«( 
)4( 8 ۶۲۷ ,4الجمع‎ 
04 و‎ (Уу) (S, > №) 7الوضع‎ 8 
{1,4) 10. So > № 4 ,هتخ.‎ (о / y) 
(134) 1. 18, 6,0نفي التالي‎ 
(1 12 (ЬУ R> (Vy) (Sy > №)  ك بلتغ‎ 0/0 
)2( 13. P, V Rh ,2الجمع‎ 
)1,2( 14. (Уу) (S, > №) 1الوضع‎ 2, 13 
{1,2} 15. Sm > Nan (1/ص) ,4اتخ. ك‎ 
{1,2} 16. ,2نفي التالي ہ18‎ 5 
{1,2,3,4} 17. 18+1 العطف‎ 11, 6 


5 2 البرهنة على خطأ صور الحجج ۶ Proving Invaliditfy‏ 
Argument Forms‏ 
(طر يقة المثال-المضاد) 
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لقد استخدمنا طريقة المثال-المضاد في حساب القضایا للبرهنة على 
أن صورة حجة ما خاطئة. وكما نعلم فإن هذه الطريقة تقوم على إيجاد 
تعیین قيم صدق للمتغيرات القضائية بحيث تكون جميع المقدمات صادقة 
والنتيجة كاذبة. سوف نستخدم طريقة مشابهة تقوم على نفس المبدأ لبرهنة 
ША‏ صورة حجة في حساب المحمولات؛ Сыз‏ تحوي مقدمات صورة 
الحجة ونتيجتها على المكممين V‏ ,3. الطريقة المشابهة تقوم على إيجاد 
مجموعة تحوي على قيمة واحدة على الأقل للمتغير تكون من أجلها صورة 
الحجة خاطئةء أي تكون جميع المقدمات صادقة والنتيجة كاذبة. أي أننا: 
1) نجد صورة الحجة الناتجة من تعويض المتغير بقيمة واحدة ولتكن ہا 


ونحاول إثبات خطا صورة الحجة في هذه الحالة. حسب تعریف المكممين 


يكون: 
P, , (Эх) P, < Р, (Vx) P, =‏ 
13 لم نثبت خطا صورة الحجة في هذه الحالة فننتقل إلى الحالة الثانية أدناه. 


2( نجد صورة الحجة الناتجة من تعويض المتغير في صورة الحجة المعطاة 
بقيمتين ولتكن را ودا ونحاول САЙ‏ خطا صورة الحجة. في هذه الحالة 
وحسب تعريف المكممين يكون: 

,م P,, (Vx)‏ ہ7 © (Эх) P,‏ , م۲۷۶۲ 

وإذا لم نثبت خطا صورة الحجة فننتقل إلى الحالة الثالثة أدناه. 
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3) نجد صورة الحجة الناتجة من تعويض المتغير في صورة الحجة المعطاة 
بثلاثة قيم ولتكن h‏ ودا ورا ونحاول إثبات خطأ صورة الحجة. في هذه 
الحالة وحسب تعريف المكممين يكون: 

Р, ۷ Pr, ۷ Р, ‚(Ях) P, = Р, ^ Pr, ۸ Р, (Ух) P, = 

4( بشكل عامء إذا كان عدد ый‏ المتغير المأخوذة ى أي عا,...,يا ,۸ فإذن 
یکون : ۱ 


‚Р, ا ہ۸‎ A... A P. (Vx) Р, = 


P, v P,, ۷ Р, (3x) P, = 


1 
مثال: لناخذ الحجة 
كل الأبقار ثديية. كل الحیتان ثديية. إذن» کل الأبقار حيتان. 


المحمولات الذرية 


× حوث: ہلا 

Т, نديي:‎ x 

C, بقرة:‎ × 

الترجمة 

(Vx) (Cx > Ту), (Vx) (Hx > TO المقدمات‎ 
(Vx) (Cx > H.) النتیجھ‎ 


سنحاول البرهان على خطاً صورة الحجة هذه باستخدام المثال-المضاد. 
لیکن ؛ هو قيمة المتغير الذي نحاول إثبات ША‏ الحجة من أجله؛ وهكذا 
تكون: 
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المقدمات 
H 2T, o2: С, — T, ош:‏ 


النتيجة 
С, ЭН, B:‏ 

قبل أن نبدأ بالبرهنة على خطأ الحجة نشير إلى أنه یمکننا أن نستعيض عن 

القضية C,‏ بالرمز 1 و1 بالرمز نآو H,‏ بالرمز M‏ وهكذا نستطيع 

إعادة كتابة صورة الحجة كما يلي: 

المقدمات M 2L‏ :يه K >L,‏ :ره 

кәм النتيجة‎ 

وبهذا حولنا صورة الحجة إلى لغة حساب القضايا. يمكننا استخدام ما كنا 

نستخدمه من أسلوب للبرهنة على خطنها. 

الآن للبرهنة على خطأ صحة الحجة وباستخدام طريقة المثال-المضادء نأخذ 

النتيجة Сү Н,‏ كاذبة. إذن» يجب أن تكون Сү‏ صادقة و Н,‏ كاذبة. 

حتی تكون ‏ » صادقة Las‏ أن Сү‏ صادقة فيجب أن تكون T,‏ صادقة. وه 


صادقة وذلك لان H,‏ كاذبة و T,‏ صادقة. إذن السطر المطلوب هو: 


трее 
ويه لا تنتج النتيجة8.‎ ац من المقدمتين‎ (АЎ العمود الأخير من الجدول يبين‎ 
إذن» صورة الحجة هذه خاطئة وهكذا تکون الحجة الأصلية خاطئة.‎ 
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يحدث أن تكون صورة حجة صحيحة في حساب المحمولات من أجل 
قيمة واحدة للمتغير» ولهذا علينا الانتقال إلى الحالة الثانية أي محاولة برهان 
خطئها من أجل قيمتين للمتغير كما هو في المثال أدناه. 
مثال: لنأخذ الحجة التالية 
كل الأبقار ثدييات. بعض الحيتان ثدییات. اذن» كل الأبقار حیتان. 
سئجد صورة الحجة باستخدام نفس رموز المثال السابق. 
المقدمات (ух) (С, — Ту), (Эх) (Н, A T)‏ 
النتيجة (Vx) (С, > H)‏ 
عند التعويض بقيمة واحد ہا للمتغير x‏ تكون صورة الحجة هذه مكافئة إلى 
صورة حجة صادقة والتي مقدماتها الأولى ں٥‏ : ,1 ج Сү‏ ومقدمتها الثانية 
يه : H, AT,‏ ونتيجتها: H,‏ ج ,© وذلك لانه إذا حاولنا إعطاء مثال- 
مضاد فسنصل إلى طريق مسدود كالتالي: ناخذ النتيجة: СН,‏ 
كاذبة. إذن Сү‏ يجب أن تكون صادقة و ,11 يجب أن تكون كاذبة. حتى 
تكون оц‏ صادقة» وبما أن С,‏ صادقة فيجب أن تكون T,‏ صادقة. حتى 
تكون يه صادقة فيجب أن تكون Н,‏ صادقة و T,‏ صادقة. وهنا وصلنا 
إلى طريق مسدود ) H,‏ يجب أن تكون كاذبة و Н,‏ يجب أن تكون صادقة 
في نفس الوقت). وإذن صورة الحجة تكون صحيحة من أجل قيمة واحدة ti‏ 
للمتغير*. ننتقل الان إلى الحالة АШАЙ‏ وهي التعويض بقيمتين للمتغير ×. 
نحصل على صورة الحجة التي مقدماتها : 
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)ننه АТ)У(Н AT,),o2: (Ci, >T, A (Cy — T,‏ بقار 

ونتيجتها : 

JC, ән ۸)6 3H, B: ( 

سنبرهن خطؤها وذلك بإعطاء مثال-مضاد كالتالي. نأخذ النتيجة کاذبة» إذن 
يجب أن تكون إحدى معطوفتيها على الأقل كاذبة. لنأخذ المعطوفة الأولى 
كاذبة. إذن يجب أن نکون С,‏ صادقة و H,‏ كاذبة. ولتکن С,‏ و ولا 
صادقتين. حتى تكون:» صادقة فيجب أن تكون كلتا معطوفتيها صادقتين 
وبما أن С,‏ صادقة فيجب أن تكون Тү‏ صادقة. وبما أن С,‏ صادقة 
فيجب أن تكون بآ صادقة. حتی تكون ده صادقة فيجب أن تكون إحدى 
مفصولتيها على الأقل صادقة. وبما أن ,كو Т‏ صادقتين فإذن оз‏ تكون 


صادقة. هكذا تكون صورة الحجة خاطئة. السطر المطلوب هو: 


T, | 7 IH, H 


لے сс‏ اا جع + 


العمود الأخير من الجدول يبين 43« من المقدمتين оп‏ وده لا تنتج النتيجة 8. 
إذنء صورة الحجة هذه خاطئة وهكذا تكون الحجة الأصلية خاطئة. 

إن طريقة المثال-المضاد للبرهنة على خطا صور الحجج في حساب 
المحمولات تكون عملية عندما تكون عدد ый‏ المتغير المأخوذة ليس أكثر من 
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تكييف نفس الطريقة (المثال-المضاد) وبسهولة. المثال التالي يبين ذلك. 


مثال 

ол: (3x) (Vy) (M, — 1) المقدمات‎ 
оз: (Vy) (32) (Ly > №) 

В: (Vx) )32( (М, — №) النتيجة‎ 


سنحاول البرهان على خطأ صورة الحجة بواسطة المثال-المضاد. صورة 
الحجة هذه تژول إلى صورة صحيحة عند التعويض بقيمة واحدة ہا للمتغير × 
وهي صورة الحجة التالية: 

L, Ny, M, э, المقدمات‎ 

M, 2N, النتيجة‎ 

صورة الحجة الأصلية تؤول إلى صورة حجة خاطئة عند التعويض بقيمتين 
ہا ودا للمتغير × والتي مقدماتها : 

УМ, جح‎ Lı, (۸) >L, )V (M, —L,)A(M, —L, о: (( 
))L, >N, )A(L, >N, A(L, >N,,) V (L, — N, oa: )) 
: ونتيجتها‎ 

(۱۷ > N, )АМ,, ә №, )AG(M, — Ni, )V(M, — N, B: ) 


المثال-المضاد يوضحه السطر المطلوب са‏ 
Е‏ 


| "ا‎ Е а ГЕ Е 
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العمود الأخير من الجدول يبين انه» من المقدمتين ол‏ وده لا تنتج النتیجةم. 
إذن»ء صورة الحجة هذه خاطئة وهكذا تكون الحجة الأصلية خاطئة. 
5. 3 العلاقات Relations‏ 

عند تعرضنا لمفهوم المحمول (الفقرة 4. 2) ذكرنا أن المحمول 
متعدد المواضع (اثنان أو أكثر) يمثل علاقة والحقيقة أن العلاقات هذه من 
المواضيع الهامة في المنطق. سنقوم بدراسة العديد من خصائصها وسنتعامل 
مع العلاقات الثنائية أو المحمولات الثنائية. 
لتكن ۸ علاقة مجموعة تعریفها :М‏ 
1( العلاقة الانعكاسية Reflexive Relation‏ 
العلاقة R‏ تسمى انعكاسية على M‏ إذا وفقط إذا كانت ب۸ (Ух)‏ 
علاقة المساواة )=( المعرفة على مجوعة الأعداد الحقيقية تكون انعكاسية 
وذلك уу‏ كل عدد يساوي نفسه (х=х)‏ 
2( العلاقة غير الانعكاسية Irreflexive Relation‏ 
العلاقة ‏ تسمى غير انعكاسية على M‏ إذا وفقط إذا كانت (Vx) IR,‏ 
علاقة (أكبر سنا من) غير انعكاسية وذلك لأن أي شخص ليس أكبر سنا من 
3 العلاقة المتماثلة Symetric Relation‏ 


العلاقة R.‏ تسمى متماظة على M‏ إذا وفقط إذا کانت(۔,ط — (Ух) (Vy) (Ry‏ 
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علاقة (معاصر الی) تمائلية وذلك لأنه إذا کان x‏ معاصر إلى ر فان у‏ 
معاصر إلى ×. علاقة (الأخوة) علاقة تمائلية أيضا وذلك لأنه إذا کان × أخ 


.× نان بر آخ‎ y 
Asymetric Relation العلاقة اللاتماثلیة‎ (4 


العلاقة R‏ تسمی لاتماثلية على М‏ إذا وفقط إذا كانت 

(Vx) (Vy) (Rxy > (ہ۸[‎ 

علاقة (أقصر من) المعرفة على مجموعة البشر لاتماثلية وذلك لأنه إذا کان 
х‏ أقصر من لا فان ر ليس أقصر من . 

5( العلاقة ضد تماثلیة Antisymetric Relation‏ 

العلاقة R‏ تسمى ма‏ تماثئلية على M‏ إذا وفقط إذا كانت 

(x) (VY) (В, A Ry) ә x = у) 

علاقة أصغر أو يساوي (<) المعرفة على مجموعة الأعداد الحقيقية هي ضد 
تماثلیة وذلك لأنه إذا کان العدد x < ys y> x‏ فان ہے × 

Transitive Relation العلاقة المتعدية‎ (6 

العلاقة R‏ تسمى متعدية على M‏ إذا وفقط إذا كانت 

(Vx) (Уу) (Vz) ((Rxy A Ку.) > Rx) 

علاقة (على يمين من) علاقة متعدية وذلك لأنه \Ў‏ کان х‏ على يمين ۷ ولا 
على یمین Z‏ فان × على یمین 2. 


Equivalance Relation علاقة التكافؤ‎ (7 
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تسمی العلاقة R‏ علاقة تكافؤ إذا وفقط إذا کان ۸ انعكاسية» متمائلة ومتعدية 
على М‏ علاقة التساوي )=( المعرفة على مجموعة الاعداد الحقيقية هي 
علاقة تكافؤ. 

Partial Ordering Relation” علاقة الترتيب الجزئي‎ (8 

تسمى العلاقة R‏ علاقة ترتیب جزئي إذا وفقط 13 كانت انعكاسية وضد 
تمائلية ومتعدية على .М‏ علاقة أصغر أو يساوي )>( هي علاقة ترتيب 
جزئي. 

Connected Relation علاقة الترابط‎ (9 

العلاقة R‏ تسمى علاقة مترابطة على М‏ إذا وفقط إذا كانت 

(Ух) (Vy) (Ry ۷ Rx ۷ x = y) 

العلاقة أكبر من )<( المعرفة على مجموعة الأعداد الطبيعية تكون علاقة 


مترابطة لان كل عدديين طبيعيين «у ух‏ إما بر > × أو ×> ر أو х=у‏ 


1 مثال‎ 
برهن أن العلاقة اللاتماتلية تكون غير انعكاسية.‎ 
الترجمة‎ 
(Vx) (Vy) (Ry > 1 Куу) المقدمات‎ 
(Vx) IR, النتيجة‎ 
البرهان‎ 
{} 1. (ух) (уу) در‎ Ry š 
1) 2 (уу) (Ray ә Rya) 1, (а/х) تخك‎ 
(ü 3 р.ә Ra 2, (а/ у) تخ.ك‎ 
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,3الاستلز ام Roa‏ 78,۷ 4 ڑلا 
,4تحصیل حاصل 18 5 Пр‏ 
,کتک رف ص٦ (Ух)‏ 6. }1{ 


كل أب أكبر تجربة من كل ابن. أحمد ليس أكبر تجربة من علي الابن. إذن 


أحمد ليس أيا. 
المحمولات الذرية: x‏ يكون x «Е,‏ يكون ابن-,5» x‏ أكبر تجربة من y‏ 
-Еуу-‏ 
الحدود: أحمد-ه؛ علي -5. 
الترجمة 
المقدمات (Ух) (Уу) ((Fx А Sy) — Буу), ТЕ А S,‏ 
النتيجة IF,‏ 
البرهان 
l (ух) (уу) (FAAS)— Буу) °‏ 
O} 2 ۳ °‏ 
تخ.ك (F,ASJ)— E 1, (a / x) (b / y)‏ 3 (1) 
التبسيط ,2 в,‏ 4 )0 
نفي التالي ,4 ,3 U2} 5. Ел)‏ 
دي مورغان ,5 10 8,۷ .6 )0,2 
التبسیط ,2 s,‏ 7۰ 2] 
النقي المضاعف ,7 ,18 8 2) 
قیاس الفصل 6,8 r,‏ .9 }12{ 
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مثال 3 


المقدمات العلاقة R‏ متماظة على ۸. العلاقة R‏ متعدية على ‚М‏ 


(Ух) (Уу) (V2) ((R,y A Кы) — Ку) النتيجة‎ 
البرهان‎ 

1 ۳ (Vx) (Уу) (Ку — Ry) е 
ОР 2 (Vx)XVyXVz2(R.,AR,)ƏR,) 3 

O 3. КЫА Ва م‎ (О) مقدمة‎ 
(ت0‎ 4. Ау 3 Ry, Í @ / x) (y / y) 
تخ.ك‎ 

Ü) 5 Ro ,3التبسيط‎ 

{1} .6 Ку 4,5الوضع‎ 
2 7. ВАА. Ra 200 / x) (v / у) 
تخ.ك‎ 

2! 8. (Vx)XVyXVz)(R.AR¿)ƏR.) 2.7, 
{2} 9. (К А Ru) =» Ryz 8, (x/v) (y/u) ری‎ 

)3( 10. Rea ,3التبسیط‎ 
(13) ۰ Ryx A Rug ,6العطف‎ 0 

{1,2,3} 12. Ry ,9الوضع‎ 11 

{12} 13. (Ry A Ru) > Ку ,بش‎ 2 

(2) 14 (Vx)XXVyXV2((RAR,)—R) 41.013, 


لاحظ Ый‏ استخدمنا القاعدة (تخ.ك) مرتين على الخط 4 والخط 7 وثلاث 


مرات على الخط9. أما القاعدة (تك.ك) فاستخدمناها ثلاث مرات على الخط 
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8 وثلاث مرات على الخط 14 ولقد أبقينا على المتغيرات أو استبدلناها 
بمتغيرات أخرى عندما استخدمنا القاعدة (تخ.ك). 

مثال 4 

أعط برهانا صوريا للحجة التالية 


المقدمات: العلاقة R‏ المعرفة على М‏ هي علاقة تكافؤ. 


(Ух) (Vy) (Ку Кы) النتيجة‎ 
البرهان‎ 
طلا‎ !. (ух) В, ° 
2} 2 (Ух) (Vy) (Rıy => К) ° 
إتا‎ 3 (мх) (Уу) (V2) (RoAR,)— R.) ۳ 
{4} 4. سط‎ ё (مقدمة ب.ش)‎ 
2} 25 ву > Ry, 2, (х/х), (УУ) 
| تخ. ك‎ 
{24} 6 Ry, 4,5الوضع‎ 
{3} 7. (Ку ۸ Ву) => ہج‎ 3۷۸0, (Y/Y), 
تخ.ك‎ (7/2) 
)24( 8. سط‎ A Ку 4,6العطف‎ 
{23,4} 9. R. 78الوضع‎ 
{2,3} 10. ہا‎ Э R. ,94ب ش‎ 
28:2 (Ух) (Vy) (Ro — R.) 210 
Identity الهوية‎ 4.5 


الهوية أو المساواة )=( هو مفهوم АЛШ‏ يستخدم عادة لإثبات الشخصية 


ويعبر عنه في اللغة العربية بواسطة الكلمة (يكون). يستخدم في الریاضیاتء 
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مثلا كعلاقة ثنائية بين الأعداد ولكنه يستخدم بشکل أوسع في المنطق حيث 
يمتل علاقة بين أي نوعين من الأشياء. إن استخدام رمز الهوية )=( كعلاقة 
في حساب المحمولات يعني إضافة صيغة ذرية جديدة نتيجة وضع الرمز 
)=( بين حدين» وهكذا فالصيغة الذرية هذه تكون على الشكل а=‏ 

آما فيما يخص دلالة الهوية ففي كل تفسير : 0 = 2 تكون صادقة إذا 
وفقط إذا كان a‏ وط يمثلان نفس العنصر في مجموعة التعريف. وبالتالي فان 
دراسة (الهوية) تمثل توسيعا لحساب المحمولات. إن هذه الصيغة الذرية 
الجديدة تؤدي إلى إغناء حساب المحمولات بصيغ جدیدة» حيث تمكننا الهوية 
من ترجمة أنواع مختلفة من البناءات اللغوية. 
أمثلة 
1) كان ابن النفيس مكتشف الدورة الدموية 
تؤكد (كان) هنا بان ابن النفيس هو ومكتشف الدورة الدموية لهما نفس 
الهوية. إذن يمكننا وضع علامة المساواة بين الحد (ابن النفيس) والوصف 
(مكتشف الدورة الدمویة)» هكذا: 
ابن النفيس > مكتشف الدورة الدموية 
2( أحمد يحب علي فقط 
المحمولات الذرية: x‏ يحب у‏ -ہ[. الحدود: أحمد- ‹а‏ علي- 5. 
الترجمة: Къ ۸ (Vx) (Ra, — x =b)‏ 
3( أحمد فقط يكون عَبْرَ البحر. 
المحمولات الذرية: x‏ عبر البحر- ہ71. الحدود: أحمد- .а‏ 
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R.A (Vx) (R, — x = a) الترجمة:‎ 

4( یوجد شيء واحد على الأكثر. 

(Ух) (Vy) (y = x) الترجمة:‎ 

5) يوجد شيء واحد بالضبط. 

(Эх) (Vy) (у = x) الترجمة:‎ 

5. 4. 1 قواعد اشتقاق علاقة الهوية 

1. قاعدة الهوية : 

من المقدمتين y‏ = × وصيغة به о)‏ تحوي المتغير (x‏ نشتق صيغة ау‏ 
تكون بواسطة استبدال كل ظهور للمتغير x‏ في المقدمة الثانية بواسطة 
المتغير لاء رمزيا نکتب х=у, %[— ау‏ 


Жез 


а, 





مخطط قاعدة الهوية 
مثال: لنأخذ الحجة التالية 
كان ابن النفيس مكتشف الدورة الدموية. مكتشف الدورة الدموية كان عظيما. 
إذن» ابن النفيس كان عظيما. 
المحمولات الذرية: × عظيم -×۸. الحدود: ابن النفیس-: ء مكتشف الاورة 
الامویة- от‏ 
الترجمة 
المقدمات п= т, Rm‏ 
النتيجة R.‏ 


0 
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البر هان 


{1} 1. кон 5 
Q 2. Rm م‎ 
{2} 3. R. الهوية‎ 2 


2. قاعدة نفي الهوية : 
من المقدمتين به و ره[ نشتق الصيغة y)‏ = @]- رمزيا نكتب: 
y)‏ > »)1 1% مه 


а, 

مخطط قاعدة نفي الهوية ЕЕ‏ 

1=у) 
وكما استخدمنا في المثال أعلاه‎ .] (= у) هي اختصار إلى‎ x نعتبر أن لاه‎ 
(الهوية) على الخط 3 كقاعدة اشتقاق فإننا سنستخدم هنا أيضا نفي الهوية‎ 
كقاعدة اشتقاق في المثال أدناه.‎ 
مثال‎ 
الرجال الذين يقاومون المرض يكونون رياضيين. أحمد رجل يقاوم المرض.‎ 
هذا الرجل لیس أحمد.‎ ¿OM هذا الرجل لیس رياضيا.‎ 
الحل: المحمولات الذرية‎ 
K, — يكون رجل‎ × 
L, - يكون رياضي‎ x 
M, — يقاوم المرض‎ x 
الحدود‎ 
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هذا الرجل - m‏ 


أحمد — n‏ 
الترجمة 
المقدمات سا1 (Vx) (K, A M.) — Lo), К А Mn,‏ 
النتيجة т)‏ عم[ 
البرهان 
° لماج (Ü) 1. (vx) (KAM,‏ 
M, Ë‏ کا .2 }2{ 
Lm 3‏ .3 }3 
(п / x)‏ , اتخ.ءك ماج (Kn A Mn)‏ .4 }1{ 
4,الوضع L.‏ 5.5 }12{ 
5,نفي الهوية lm = т)‏ 6 }12,3{ 
5.5 تمارين 
(j)‏ ترجم إلى لغة حساب المحمولات كلا من الحجج الصحيحة التالية وأعط 
برهانا صوريا لها. 


)1( جميع المناطقة فلاسفة. احمد ليس فیلسوف. إذن؛ أحمد ليست منطقي. 
)2( كل شخص يسكن تونس أو طرابلس يكون جادا ومتحضرا. إذن» كل 
شخص يسكن طرابلس يكون جادا. 

(3) كل الحيوانات ذات الريش لا تنمو في الماء. توجد حيوانات تنمو في 
الماء وتعيش في البحر. إذن» توجد حيوانات تعيش في البحر وليست من 


ذوات الريش. 
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(4) کل فيزيائي يفضل کل كيميائي. لا فيزيائي يفضل أي فیلسوف. أحمد 
فيزيائي. إذن» لا فيلسوف يكون كيميائي. 

(5) بعض الروايات الحديثة رائعة. كل شيء رائع يكون ممتع. لا شيء 
ممتع يكون سخيف. إذن بعض الروايات الحديثة لیست سخيفة. 

)6( إذا كانت R‏ علاقة تكافؤ على М‏ فإذن 


(Ух) (Уу) (У2) (Rxy A Ry — Ry) 


(ب) برهن خطأ کل من الحجج التالية. 

)1( كل الأطباء كفوئين. أحمد كفاء. إذن» أحمد طبيب. 

(2) كل هرة تكون كبيرة. بعض الثدييات تكون كبيرة. إذن» لا هرات تكون 
ييات. 


Е 


(ج) أعط برهانا صوريا لكل من صور الحجج التالية. 


(1) المقدمات 
(Ух) (К, > S.)‏ 
(Vx) (К, A Sx) — T.)‏ 

النتيجة 

(Ух) (R, > Ту) 

)2( المقدمات 
(Vx) (К, — L.)‏ 
(Vx) (Mx — L.)‏ 
النتيجة (Vx) (K, АМ) — L.)‏ 
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)3( المقدمات 


النتيجة 


)4( المقدمات 


النتيجة 


)5( المقدمات 


النتيجة 


)6( المقدمات 


النتيجة 


(Vx) (L, = ۱(۸,( 
(Эх) (N, ۸ M.) 


(Эх) (№, А 1L) 


(ух) (K, A 1м, )- 10» 
(Ух) (К A Lx) — №) 
(Vx) (K, > (L, У 1M») 


(Ух) (K, A О, ) №) 


(Ух) (Уу) (Ку — Ку) 
(Vx) (Уу) (Vz) ((Rxy A К.) ә Кы) 
(Ух) (Уу) (Rxy — К) 


(Vx) (К, — (Уу) (Ly A Му) > R,y)) 
(Vx) (M, — L;) 

Kı A Lm 

(Vx) (Kx > Rx) 


1 
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(7) المقدمات 


النتيجة 


(د) برهن خطا کل من صور الحجج التالية : 
)1( المقدمات: 


النتيجة 


(2) المقدمات 


(3) المقدمات 


النتيجة 
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(Vx) (L, > М,) 
(0 (L, > IM) 


Ma A ] M, 


(Ух) (K, > ].( 
(Ух) (M, > М!) 
(мх) (11, 1%) 


(Ух) (М, >К) 


(Ух) (K, 11.) 
(Vx) (М, > ]М,) 
(vx) ПК, > NƏ) 


(Ух) (М, >] K.) 


(Vx) (К, — IL) 
(Vx) (M, > | (با‎ 


(Vx) (M, > ]K.) 


(4) المقدمات 
(Эх) (K, AIL)‏ 


(Vx) (M, >K.) 
النتيجة‎ 


(Эх) (М, AK) 

(5) المقدمات 
(Vx) (K, > Lo‏ 
(Эх) (М, A L.)‏ 


(3x) (K, A ]M.) 

)6( المقدمات 
(9х) (K« A L.)‏ 
مكاج (Vx) (M,‏ 


А ° اننتر‎ 


(ах) (M. A L.) 


)—( أعط برهانا صوريا لكل من صور الحجج التالية مستخدما قاعدتي 


: الهوية‎ 
المقدمات‎ )1( 
(Ух) (K, >L.) 
Ka 
а=п 


гә 
ам 
ما‎ 


Ln 
المقدمات‎ )2( 
Ka, Lo, a=b, (Vx) (L, ЭМ,) 
النتيجة‎ 
(ax) (K, A M,) 
المقدمات‎ (3) 
(Ух) (Lx ә IM», م1‎ , т=п 
النتيجة‎ 
ما‎ 
المقدمات‎ )4( 
(Vx) (K, AL.) -< Mx), Km, Ln, n < m, 1 Mo 
o#n النتيجة‎ 


)5( برهن أن كل من مجموعات الصيغ التالية غير متسقة وذلك بإعطاء 
برهان صوري لصيغة متناقضة. 

(1) (vx) (K, — L.) , (Vx) (K, 11), K, 

(2) (Vx) (K, э (LA M.) , (ух) (N, —] Mo, ](Vx) (N, —]M2 

(3) (Vx) (Уу) (Vz) ((R,y ^ Куг) — R,z), (Vx) (Vy) (RxY A Ку), 

Rab, | Rab 

(4) Ка, Lb, (Vx) (К, > Му), (Vx) (x جح‎ |M.) , a=b 
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الفصل السادس 


الأنساق الصورية لحساب المحمولات Formalsystemsof‏ 
predicate calculus‏ 
تمثل جداول الصدق في حساب القضایا طريقة فعالة لتحدید فیما إذا 
كانت صيغة معطاة هي صيغة تكرارية. ولكن لا توجد أية عملية فعالة 
يمكنها في حساب المحمولات من تحديد فيما إذا كانت صيغة معطاة 
صحيحة АЎ]‏ يتوجب علينا هنا التحقق من صدق الصيغة في تفسيرات ذات 
مجالات منتهية أو غير منتهية. وهكذا فإن بناء الأنساق الصورية في حساب 
المحمولات يصبح ضروريا في دراسة الصيغ التي تحوي على مكممات وهذا 
ما ستفعله أدناه. 
6 مکونات النسق الصوري لحساب المحمولات 
لسق © 
)1( رموز النسق (ابجدية النسق) 
أ- المتغيرات ۰ ۰۷ Z‏ ودلائلها ... و22 ,21 وہہ Хэ, ... YD Уз»,‏ یڈ 
ب- التوابت Ob a‏ 6 ودلائلها ... С, С,‏ ,... و02 аң, а, ..., bi,‏ 
ج- متغیرات المحمولات 
1 الأحادية ... Ka, ..., Lı, Lo’, ..., My, Ma,‏ و یک 
2 الثنائية ... Lı, Lz”, ..., М2, М,‏ ود Kı, K2,‏ 
3. الثلاثية ... M, Mî,‏ و Kı, K>, ..., Lî, Lz,‏ 


وهكذا. 
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د-رموز الدوال 

1 ۔ذات المتغير الواحد ...,/© fil‏ 

f fo... 2۔ذات المتغیرین‎ 

3۔ذات الثلاث متغيرات f) f2,...‏ 

وهكذا. 

ه-الرمزان | » ج ندعوهما الرابطين الأوليين. 

و- الرمزان ( و ) ندعوهما قوس الإغلاق وقوس الفتح على الترتيب. رمز 
المتمم الكلي у‏ 

(2)مجموعة الصيغ التي تتكون حسب القاعدتين : 

أ-كل صيغة ذرية تكون صيغة. 

(تعريف الصيغة الذرية هو نفسه الذي ورد سابقا في فقرات (قواعد بناء 
الصيغ)). 


ب-إذا كانت » و 8 صیغتان و × متغير فان а‏ ‹ 8 ج »و » (Vx)‏ 


تكون صيغا. 
كل من AB‏ ۰0 8 0۷ و ٢ >< В‏ نعرفها كما يلي : 
تعريف 1 
(а> |)‏ آتع =8 ۸» 
تعريف 2 


و ہے | تع = 6 ۷ 0 
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تعریف 3 
(B ә а)‏ ^ ( 8+ ») تع 85 © о‏ 
إن معنى التعريف 1 ۰ مثلا » هو أنه : من أجل كل صيغتين за‏ 8 فان В‏ 
م » هو اختصار إلى (18 + Ла‏ 
ليس من الضروري وضع الرمز 3 كرابط أولي لأنه يمكننا تعريفه باستخدام 
الرابط الأولي V‏ كالتالي : 
تعريف 4 
»191 تع = ہت 
(3)مجموعة الأشكال البديهية (حيث » ‹ 8ء Ау:‏ صيغ من النسق (Q‏ 
شكل البديهية 1 (А)‏ 
аэ (B — y)‏ 
شكل البديهية 2 (Аз)‏ 
(а B) >) ү)‏ ج (В — ү)‏ ج ) 
شکل البديهية 3 (Аз)‏ 
(П«->13)ә(В—›о)‏ 
شكل بديهية 4 (А)‏ 
(Vx) a(x) — а (их)‏ 


شرط أن يكون t‏ حرا إلى × في ٠١ (х)‏ 
شكل البديهية 5 (As)‏ 


(Vx) (e — B(x)) > (e—(Vx) B (x)) 
. © شرط أن لا يكون × حرا في‎ 
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(4)مجموعة قواعد الاشتقاق 
تتكون هذه المجموعة من قاعدتي الاشتقاق : 
1 .قاعدة الوضع : من © وم <- 0 نشتق م . 
2.قاعدة التعميم : من (x)‏ 0 نشتق (Vx) q (x)‏ ‚ 
سنقوم بتوضيح يتعلق بالشريطين اللذين واردا في شكل البديهية (Аа)‏ 
وشكل البديهية (و4). فبالنسبة إلى (Аа)‏ إذا كان ؛ ليس حرا إلى x‏ في о(х)‏ 
فان ذلك يؤدي إلى عدم صدق (A)‏ ¿ فمثلا لتكن а(х)‏ هي 
хо)‏ ,رگا ](Vx>)‏ ولیکن t‏ هو хә‏ . لاحظ أن 1 ليس حرا إلى ,× في 
(×)» . خذ الآن الحالة غير الصحيحة من حالات (Аз)‏ : 
x2)‏ ریک 1(Yx2) K2G3, хо) — 1 (ухо)‏ ( دی )1( 
خذ الآن التفسير الذي مداه عنصرين على الأقل وليكن × هو 
علاقة المساواة. إن مقدم الاستلزام (1) صادقا وتاليه كاذبا. وهكذا فإن (1) 
كاذبا في هذا التفسير. 
في حالة (Аѕ)‏ فان عدم التقيد بشرط أن لا يكون x‏ حرا في а‏ 
سيؤدي إلى الخطا التالي. لتكن كل من © و 8 هي الصيغة Куху)‏ هنا x‏ 
حر في » . لنأخذ الحالة الخاطئة التالية لشكل البديهية (As)‏ : 
Кух) — (Ка (ха) > (Ух) К.х)‏ — مارک (ух)‏ )2( 
مقدم الاستلزام )2( صادق. الآن لنأخذ تفسير مداه هو مجموعة 
الأعداد الصحيحة وليكن Кух)‏ : × عدد فردي. إذن (уху) (Ка'б)‏ كاذبة. 
وبالتالي فإن تالي (2) كاذبة وهكذا فإن (2) تكون كاذبة في هذا التفسير. 
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نشير إلى أن الأشكال البديهية ۰1 2 و3 تشكل مع قاعدة الوضع 
أساس النسق الصوري لحساب القضايا وهكذا فان كل المبرهتاث التي تبرهن 
في حساب القضايا هي أيضا مبرهنات نبرهن عليها في حساب المحمولات. 
كذلك فان الصيغ التي تنتج من مبرهنات حساب القضايا عن طريق إبدال 
المتغيرات القضائية بصيغ من صیغ حساب المحمولات هي من مبرهنات 
حساب المحمولات. أي آنه, إذا كانت الصيغة © التي تحتوي على П‏ من 
المتغيرات القضائية Кү, Кә, ..., Ка‏ (سنكتيها هكذا Ка)‏ ,... روا а (и,‏ ) 
هي صيغة من حساب القضايا فان الصيغة (Вк, Во, ..., B k.)‏ © 
الناتجة عن الأولى وذلك بإبدال أي متغير قضائي Ka‏ بالصيغة مم من 
حساب المحمولات هي مبرهنة في حساب المحمولات والتي يمكننا التوصل 
لبر هانها بواسطة أشكال البديهيات الثلاثة الأولى بالإضافة إلى قاعدة الوضع 
فقط. 
(البرهان) في النسق Q‏ هو متتالية من الصيغ ол, Q, ..., йл‏ حيث أن أية 
صيغة زه n)‏ > 1 > 1( هي بديهية من بديهيات النسق © أو أن » صيغة 
مشتقة من الصيغ التي تسبقها في المتتالية وذلك باستخدام قاعدة الوضع أو 
التعميم. 
سوف نکتب а‏ |لتعبير عن (» مبرهنة في النسق (Q‏ ونكتب Гого‏ 
لتعبير عن G)‏ هي نتيجة T‏ في النسق Q‏ وحيث أن T‏ مجموعة من صیغ 
0 
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)5( مبرهنات النسق Q‏ 


مبرهنة 1 


شكل بديهية (Au)‏ 
55( 


الوضع 1‹3 


الوضع 2,4 
تعميم 5 
شكل بديهية(وه) 


الوضع 6,7 
شكل بدیهیة(یض) 
حق 8,9 


مبرهنة 2 


البرهان 


1. (Vx) (о(х) — B(x)) — ) e(x) — [(х)) 
2. 
3. ((Vx) (e(x)—> В(х))э( 


(Vx) (о (x) > а (x)) 


o(x)—>B(x)) > ((Vx)a(x)— 
о(х))—> ((Vx) (e(x) — B(x)) + ((Ух) о(х) 
— р(х))) 


. ۱ ی‎ (Ух) (a(x) — B(x) 


(Ух) о(х) > В(х))) 


۰ (бз) (a(x) > В(х)) —((Vx) a(x) — B(x)) 
. (Vx) (Ух) (a(x) — B(x)) —((Vx) a(x) — 


B(x) 


. (Ух) ((Vx) (ох) 3(х))—> 


((Vx)e(x)[>B(x)))> ((Ух)(о(х)—›[(х))-> 
((Vx) (Ух) a(x) — B(x))) 


. (Сух)(а(х)э р(х) (Ух) (Vx) a(x) — 


8(x)) 


‚ (Ух)( (Vx)o(x) >B(x))> (Ух) a(x) — 


(Ух)В(х))) 


‚ (Vx) (а(х) — (В(х)) — ((Vx) о(х) — (Ух) 


В(х)) 


|— (Vx) (a) ө BOD) — (Vx) (аб) ө 
О (ух) В(х)) 
البرهان‎ 


(Мх) (a(x) = (B(x)) — (Ух) a(x) — (Ух) B(x)) 


3 


1. (о(х) جه‎ B(x)) — (ох) — 860( 


' - استبدال في الصيغة (К Ə(LƏM)) ƏÓ(NƏL) Ə>(KƏ(NƏM))‏ مسن حساب القضايا 


(м) 
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ә 


. (Ух)(о(х) جه‎ [(х)) — (о(х) — В(х))) تعمیم ,ا‎ 


3. (ух) (о(х) مبرهنة 1 جه‎ 
В(х)) (0х) )مح‎ ((Ух)о(х) >< М 
В (х))—> ((Vx) (a(x) — [(х)) 


4. ((ух)(о(х) e+ B (х))—> (Ух) (ох) — الوضع2,3‎ 
B(x)) 
5. (Ух) (a(x) + [(х)) —((Vx) (a(x) — 1 مبرهنة‎ 
(Vx)B(x)) 
6. ((Vx)Xe(x) « B جورم‎ ((Vx) (о(х) — 4,5 حق‎ 
(Мх)В(х))) 
7. ((Ух)(о(х) جه‎ B (x))—> ((Vx) B(x) — (Vx) تبرهن بنفس‎ 
о(х))) الخطوات من 1 إلى‎ 
6 
8. (Vx) (a(x) @ B(x)) > ((Ух)(о(х) €+ (Vx) 6,7 حق‎ 
B(x) 
مبرهنة الاستنتاج‎ 


لتکن ۰0 8 صيغتان من Q‏ و Г‏ مجموعة غير خالية من صیغ О‏ 
إذا كانت [рр‏ (ه) Гоо‏ وکان البرهان لا يحتوي على تطبیق لقاعدة 
التعميم المحتوية على متغير حر في Пса + 8 озсо‏ 

البر هان : سنستخدم في هذا البرهان طريقة الاستقراء على әзе‏ © من 
الصیغ التي تولف اشتقاق 8 من ‚Го {о}‏ 

الخطوة القاعدية : 1 п=‏ 

إذن 6 تكون بديهية من © أو م تكون » أو 8 تنتمي إلى ۰۲ في هذه 


іо 
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الحالة نقوم باشتقاق 8 ج نح ۲ تماما بنفس الطريقة التي قمنا بها في 
خطوة الاستقرار n>]:‏ 
لنفرض أنه إذا كانت 8 صيغة من Q‏ والتي يمكن اشتقاقها من {Гы (a)‏ 
بدون تطبيق قاعدة التعميم على متغير حر في »۰ في اشتقاق يحتوي أقل 
من n‏ من الصيغء فان Гра B‏ 
Б‏ 
الحالة 1 : 8 تنتج من الصيغ السابقة لها في البرهان باستخدام قاعدة 
الوضع. هنا أيضا يكون البرهان مماثلا لبرهان نسق حساب القضايا ‚ҮР‏ 
الحالة 2 : 8 هي بديهية أو » تنتمي إلى ۲. هنا أيضا يكون البرهان 
مماثلا لبرهان نسق حساب القضايا ‚ҮР‏ 
الحالة 3 : م تنتج من الصيغ السابقة لها في البرهان باستخدام قاعدة 
8 إذن B‏ هي (Vx)y‏ و ү‏ تظهر مسبقا في البرهان. وهكذا فان 
ГОО {о}‏ والبرهان يحتوي على عدد من الصيغ أصغر من ОЗ n‏ 
osa ۶‏ رو نی اد سی پر على مت 
Ф‏ ذلك فإن × لا يمكن أن يكون حرا في 2 لانه متضمن في 
تطبيق بقاعدة التعميم في برهان В‏ من .Го (a)‏ إذن برهان В‏ ج من 


: يكون كما يلي‎ ٣ 
1 


Г сеа ج‎ B اشتقاق‎ 


k а-э В 
k + 1 (Vx)(@ — B) kç التعمیم‎ 
к+2 (Уха — В) ج ) ج‎ )۷×(8( (As) شکل البديهية‎ 
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إذن 8 جه к‏ 


+3 (a —(Vx)B) К+1,К+2 الوضع‎ 


مبرهنه 3 


А 
(Ау) 

الوضع 1,2 
حق 3 
التعمیم 4 
(А;)‏ 


الوضع 5,6 
حق 7 
تعریف 4 


نظرية الاستنتاج 1,9 


р) — (bx) a(x) — р)‏ — )0( (۷۰)چ] 
البرهان 

1. (Vx) (о(х) + رق‎ 

2. (Vx) (о(х) ج‎ B) ج‎ (о(х) — B) 

3. (о(х) — B) 

4. Ов — (ومه[‎ 

5. (ух) (]B + 1о(х)) 

6 


. (Vx) 16 ج رمه | ج‎ (1р (ух) 1 


о(х)) 
7. (]B (ух) 1о(х)) 

8. 1(ух) 1а ә р 

9. (Зх) x) — В 

10. (Vx) (а(х) — В) — (х) مه‎ — B) 


المبرهنة 4 بشرط أن يكون (×)» حرا إلى X‏ في ох)‏ . 


مبرهنة 4 


الوضع 1,6 


a(a/x) | (3х) a(x) 
البرهان‎ 
- о(а/х) 
‚ (Vx) ](e(x) — ]a(a/x) 
ه | | ۔‎ (ax) > 1(ух) о (x) 
. а (а/х) (B جه‎ (vx) ] о (х) 
۔‎ а (a/x) (Зх) а (x) 
. (3x) a(x) 


ш t —‏ £ ہا ہی 
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المبرهنة 4 هي قاعدة التكميم الوجودي (تك. و). 
المبرهنة 5 بشرط أن يكون » حرا إلى X‏ في (×)» . 


(vx)e(x] — а (а/х) 5 ДА ма 
البرهان‎ 

1. (ух) о (х) ° 

2. (Vx) )0( > о(а/х) (А4) 

3. а (а/х) 1,2 الوضع‎ 


المبرهنة 5 هي قاعدة التخصيص الكلي (تخ. ك). 


(Vx) (Уу) © (x,y) < (Ух) (Уу) о (х,у) 6 مبرهنة‎ 
البرهان‎ 

1. (Vx) (Уу) o (х,у) г 
2. (Vy) о (х,у) (A4) 
3. а (х,у) 1,2 الوضع‎ 
4. (Ух) а (х,у) 3 حق‎ 
5. (Уу) (Ух) © (х,у) 4 التعمیم‎ 
б. (ух) (Уу) о(х,у) — (Уу) (Ух) о(х,у) (А;) 
7. (Уу) (ух) о(х,у) — (Ух) (Уу) о(х,у) 5,6 الوضع‎ 
8. (Ух) (Уу) о(х,у) « (Vy) (Ух) о(х,у) 7 حق‎ 


6 النسق الصوري لحساب المحمولات مع المساواة 

النسق الصوري Q‏ الذي مر بنا يمكننا توسيعه ليصبح نسقا صوريا 
لحساب المحمولات مع المساواة (الهوية)ء وذلك بإضافة صيغة الهوية التي 
تكون على شكل ا = ٥‏ (ه وط حدان) إلى صیغ النسق .Q‏ وكذلك بإضافة 
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شكلي البديهيتين التالیتین إلى الأشكال البديهية السابقة Ay, Ay, As, Аз, As‏ 
للنسق © : 
شكل البديهية6ة (Ас)‏ 
(الخاصية الانعكاسية للمساواة ) (x) (x = x)‏ 
شكل البديهية7 (A)‏ 
(у/х)‏ ےه — (х = у) — (о (x)‏ 
شرط أن يكون у‏ حرا إلى X‏ وحيث X, y‏ هما أي متغیرین» (х)‏ » 
أية صيغة {у/х) э‏ » تنتج من (x)‏ » وذلك باستبدال بعض (وليس بالضرورة 
کل) ظهور إلى × بواسطة y‏ شرط أن يكون ۷ حرا في (у/х)‏ ». وهكذاء 
فان (ух)‏ » يمكن أن تحوي أو لا تحوي ظهور حر إلى ×. 
يمكنناء في النسق الموسع هذاء من البرهان على مبرهنات النسق О‏ 
التي برهناها سابقا بالإضافة إلى مبرهنات جديدة تتعلق بالمساواة. سنبرهن 
أدناه اثنتين منها. 


مبرهنة 1 y=x—x=y‏ 
البرهان 

L وہ ×= ) وہ ر=×‎ y=x) هي‎ а (х) u= ¿A 

(у/х) 5 X = x‏ 0۰ هي 

y=x 

у=х) 1‏ ج برح ) ج (х=х)‏ .2 

3. (ух) (х= x) 3: التخصیص الكلي‎ 

(مبرهنة4) 

4. х=х А; 

لوضع 2,4 ون 

(оэ (Вә ү)) ج-م) د‎ (а ү)) '۔ باستخدام‎ 
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هذه المبرهنة هي خاصية التمائل لعلاقة المساواة. 


(х= у)л (у= جره‎ (х= 2) 2 مبرهنة‎ 
البرهان‎ 
1. (х=у)л(у=х) А 
(مقدمة نظرية الاستنتاج)‎ 
2. х=у 1: حق‎ 
3. у=2 1۰ حق‎ 
4. x=y—y=x 1 مبرهنة‎ 
5. у=х 2,4 الوضع‎ 
6. y=x— (у=2 + x=z) А; 
7. y=z—Ə x=z 5,6 الوضع‎ 
8. х=2 3,7 الوضع‎ 
9. دع)‎ z( ۸ (у= 2) (x = z) 1,8 نظرية الاستنتاج‎ 


هذه المبرهنة هي خاصية التعدي لعلاقة المساواة. 
6 تمارين 

برهن المبرهنات التالية في النسق ©. 

(Vx) a «+ a (1) 

(Эх) a جه‎ 0(2) 

(Ух) a (х) © (Эх) а (х)(3) 
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الفصل السابع 


Truth Trees أشجار الصدق‎ 


لقد استخدمنا جداول الصدق للأغراض التالية : 
أولاء تحديد نوع الصیغ» أي في ما إذا كانت : تکراریةء عارضةء ام 
متناقضة. 
ثانياء تحديد صحة الحجج في ما إذا كانت : صحيحة أم خاطئة. 
ثالثاء تحديد اتساق أو عدم اتساق الصيغ. 
رابعاء تحديد العلاقتين (ينتج) و(يكافئ) بين الصيغ. 

إن استخدام جداول الصدق يكون ممكنا وعملياء إذا كان عدد 
المتغيرات القضائية 3 على الأكثرء ذلك أننا نعلم أن عدد أسطر الجدول 
يكون " 2 (حيث n‏ عدد المتغيرات القضائية). وهكذا فإذا كان n‏ = 6 فإن 
عدد أسطر الجدول يكون 26 = 64. أما إذ كان =п‏ 18 فان عدد أسطر 
الجدول يساوي 144, 262 سطرا وسیحتوي الجدول في هذه الحالة على 31 
مليون T‏ و۴ . أما الشخص الذي یملی الجدول في هذه الحالة بمعدل رمز 
لكل ثانية وبدون توقف فإنه سيقضي سنة من أجل تكملة الجدول. كذلك فإن 
الجداول لا تكن نافعة (كما رأينا سابقا) في حساب المحمولات. 

إن التغلب على نواقص جداول الصدق في عدم عمليتها وعدم 
شموليتها يتم باستخدام. طريقة أشجار الصدق» حيث يتم التغلب على مسألة 
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عدد المتغيرات القضائية وكذلك فإن هذه الطريقة تشمل حساب المحمولات 
أيضا بالإضافة إلى حساب القضايا. 

إن تبديد الوقت الذي يتم باستخدام الجداول لتحديد صحة الحجج يكون 
عن طريق النظر إلى جميع قيم الصدق الممکنة» الصادقة والکانبة 
للمتغيرات القضائية. ولكن أكثر قيم الصدق هذه لا تهمنا مثلاء عند تحديد 
صحة الحجج. إن ما يهمنا هو تلك القيم التي تجعل جميع المقدمات صادقة 
والنتيجة كاذبة. وهكذا فلا تهمنا قيم الصدق الممكنة للمتغيرات القضائية التي 
تجعل المقدمات كاذبة أو تجعل النتيجة صادقة. 

تقوم أشجار الصدق بعمل معاكس لما نفعله عند إعطاء مثال مضادء 
الذي يقوم على أخذ النتيجة كاذبة وإعطاء قيم صدق للمتغيرات القضائیة 
بحيث تكون المقدمات صادقة. العمل المعاكس لهذا المثال المضاد يقوم على 
أخذ التتيجة كاذبة والمقدمات صادقة ثم البحث عن قيم الصدق الممكنة 
للمتغيرات القضائية التي تقود إلى ذلك. فإذا وجدت مثل هذه القيم فالحجة 
خاطئة وإذا لم توجد فالحجة صحيحة. 
7 بناء أشجار الصدق Construction of Truth Trees‏ 

في قمة شجرة الصدق يكون (الجذر) وفي أسفلها تكون (الرؤوس) أو 
(الأوراق). الطريق الذي يتجه مباشرة من الجذر إلى الرأس يسمى (الفرع). 
والشجرة التي تمتلك أكثر من فرع تتفرع حيث تتفرق الطرق. وتتلك الشجرة 
عددا من الفروع مساوي لعدد الرؤوس. أما جزء الشجرة فوق جميع 
التفرعات فيسمى (جذعا). 
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جذر . 


جذع 


И \ i 
رأس راس‎ 


الصيغ على جذع الشجرة تظهر على كل فرع. بعض الصيغ يشار 
إليها بواسطة علامة الإنجاز ” وذلك للدلالة على أنه قد تم إنجاز (تطبيق) 
قواعد اشتقاق على تلك الصيغ. وهكذا یمکننا إهمال الصيغ المنجزة وتبقى 
الصيغ غير المنجزة. والفروع التي تظهر عليها صيغ ونفيها غير منجزة 
تسمى فروعا مغلقة. الأشجار التي تكون جميع فروعها مغلقة تسمى أشجار 

نستطيع الآن إعطاء ما يلي : 
1.يكون فرع الشجرة مغلقا إذا وفقط إذا کانت صيغة ونفيها تظهران غير 
2.تكون الشجرة مغلقة إذا وفقط إذا كانت جميع فروعها مغلقة» وإلا تكون 


مفتوحة. 
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سنشير إلى الفرع المغلق بواسطة العلامة ×. والإغلاق يبين نهاية عملية بناء 
الشجرة. 

إننا نقوم ببناء أشجار الصدق وذلك باستخدام قواعد اشتقاق. 

مثال 

سنستخدم شجرة الصدق لتحديد في ما إذا كانت صورة الحجة التي 
تسمی قاعدة الوضع سے صحيحة كالتالي : 


K—L 
K 
1, 

تقوم شجرة الصدق على افتراض أن K — L‏ و صادقتين وأن L‏ 
كاذبة. فإذا كان ممكنا تعيين قيم صدق بحيث تكون الصيغ L‏ — كل K‏ 
| صادقة في نفس الوقت؛ فصورة الحجة خاطئة وبالتالي فان قاعدة الوضع 
ليست صحيحة وإذا كان مستحیلا الحصول على هذا التعيين فإذن صورة 
الحجة خاطئة وقاعدة الوضع صحيحة. إن قواعد اشتقاق أشجار الصدق تبين 
فيما إذا كان ممكنا إيجاد تعيين قيم صدق بحيث تكون الصيغ الأولية (التي 
نبدأ بها) صادقة. وهكذا فإن شجرة الصدق تبدأ بمجموعة افتراضات حول 
صدق أو كذب صيغ معينة (في مثالنا هذاء تم افتراض صدق K — L‏ وکا 


وافتراض كذب L‏ ). 
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نحن نضع هذا الافتراض على شكل صيغ على شجرة الصدق وبتطبيق 
قواعد اشتقاق نحصل على صيغ أخرى تقوم بتحديد فروع الشجرة. سنستخدم 
شجرة الصدق لمعرفة ذلك التعيين لقيم الصدق الذي يجعل افتراضاتنا الأولية 
ممكنة (وفي حالتنا نحاول إيجاد تعيين قیم صدق إلى L > K‏ بحيث تكون كل 
من الصيغتين К.К — L‏ صادقة وبا كاذبة). إن فرع الشجرة يناظر سطر 
من جدول الصدق. 

إن ما نقوم به هو تطبيق قواعد اشتقاق والتاشیر على الصيغ بعلامة 
الانجاز ” . فبالنسبة إلى قاعدة الوضعء مثلا نقوم بتطبيق قاعدة الاستلزام 
(كما سنرى في الفقرة القادمة) ونحصل على شجرة الصدق التالية : 


Y K>L 
K 
]L 


11 L 
K — L لقد قمنا بالتحقق (أي بوضع علامة الإنجاز” ) من الصيغة‎ 
لتبیان أننا قد طبقنا قاعدة اشتقاق عليها وهكذا فلن يكون لها لاحقا أي دور في‎ 
شجرة الصدق. كذلك قمنا بتفريع الشجرة إلى فرعين وذلك للإشارة إلى أنه‎ 


يجب علينا دراسة امکانیتین. فإذا كانت L‏ ج К‏ صادقة فانه (حسب جدول 
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صدق الاستلزام) 1| أو L‏ صادقة. وبما أن الفروع تكون مغلقة إذا ظهرت 
عليها صيغة ونفیها فان الفرعين مغلقين. فالفرع الأيسر عليه >1 و1 والفرع 
الأيمن عليه رآ و با[ : 
Z“ K4L‏ 
K‏ 
06 


۵ 


1к L 


х х 


أشجار الصدق؛ مثل تلك آعلاه. حيث جميع فروعها مغلقة تسمى مغلقة 
أيضا. عندما تغلق جميع الفروع فإن ما نستنتجه هو أنه لا توجد إمكانية 
لجعل جميع الصيغ الأولية صادقة في نفس الوقت. إن مثالتا أعلاه يبين أن 
شجرة صدق الوضع مغلقة وهذا يبين أنه لا توجد إمكانية لجعل كل من К‏ 
L‏ — وکا صادقة و L‏ كاذبة وهذا يبرهن أن الوضع هي صورة حجة 


صحيحه. 
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7 قواعد اشتقاق أشجار الصدق 
1 .قاعدة النفي | 

إن قواعد اشتقاق أشجار الصدق تعكس تعاريف دوال الصدق. وهنا 
يمكننا أن نعبر عن تعريف النفي بواسطة الجدول على الشكل التالي: 


K‏ ] تكون صادقة إذا وفقط إذا كانت K‏ كاذبة. 





إن هذا يعني أن K‏ | | تكون صادقة إذا وفقط إذا كانت 16[ كاذبة, 
وان K‏ | كاذبة إذا وفقط إذا كانت K‏ صادقة. وإذن ×| | صادقة إذا وفقط 
13 كانت K‏ صادقة. كما أن K‏ تكافئ K‏ ] [ , وهكذا يمكننا حذف رموز 
أزواج النفي المتجاورة. الآن يمكننا إعطاء القاعدة التالية: 


2. قاعدة النفي المزدوج || 
v Пк‏ 


K 
۸ قاعدة الوصل‎ .3 


قاعدة الوصل تشتق من تعريف دالة صدق الوصل: 


K A L‏ تكون صادقة إذا وفقط إذا كانت K‏ صادقة و صادقة. 





4. قاعدة نفي الوصل ТА‏ 
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يجب علينا هنا الجواب على السؤال التالي: متى تكون الصيغة 
(K A L)‏ | صادقة ؟ أو, متى تكون K ۸ L‏ كاذبة ؟. هنالك إمكائيتان 
هما: K‏ كاذبة أو L.‏ كاذبة. وللتعبير عن هذين الاختيارين فإننا نقوم بالتفريع 
إلي فرعين أحدهما يعكس إمكانية أن K‏ كاذبة وذلك بكتابة ×| وعلى الثاني 
نكتب ,]| للتعبير عن ААА‏ أن L‏ كاذبة. وهكذا فان هذه القاعدة تاخذ 
الشکل: 


ТК AD)‏ سي 


5ھ 


11 1L 





6. قاعدة نفي الفصل ]v‏ 
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يجب علينا الآن الجواب على السؤال: متى تكون الصيغة 
(K v L)‏ ] صادقة £ أو متى تكون K v L‏ كاذبة ؟. الجواب: عندما تكون 


K‏ كاذبة ورا كاذبة. 


7 (Kv 1) 


11 
1L 


7. قاعدة الاستلزام ج 
نستطيع التعبير عن تعريف دالة صدق الاستلزام على الشكل التالي: 


K — L,‏ تكون صادقة إذا وفقط إذا كانت K‏ كاذبة أو L‏ صادقة. 





تطبق هذه القاعدة على الصيغ الشرطية (الاستلزامات). الآن سؤالنا 
هو: متى يكون الاستلزام صادقا ؟. جدول صدق تعريف الاستلزام يشير إلي 
أن L‏ ج × تكون كاذبة إذا كانت К‏ صادقة و L‏ كاذبة. وإذن 
L‏ ج K‏ تكون صادقة إذا كانت K‏ كاذبة أو L‏ صادقة. هاتان الإمكانيتان 


تقودان إلي التفريع التالي: 
K>L‏ ۷ 


1 N 
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8. قاعدة نفي الاستلزام ج[ 
الصيغة ](K — L)‏ تكون صادقة أو أن L‏ — > تكون كاذبة في 
الحالة التى تکون فیها K‏ صادقة و كاذبة : 
د D š‏ جک[ 7 
K‏ 
9. قاعدة الاستلزام الثناني جه 18 
قاعدة الاستلزام الثنائي تعكس أيضا تعريفه. 


الصيغة L‏ جه کا تكون صادقة إذا وفقط إذا تساوت قیم صدق K‏ مع قیم صدق ,L‏ 





13 كانت L‏ ج> K‏ صادقة فان کا و L‏ يجب أن تمتلكان نفس قيم 
الصدق, أي أن کا L s‏ يجب أن تكونا صادقتين معا أو كاذبتين معا. أي أن 
هنالك إمكانيتان ويجب التفريع: 


Ke L 
И 
K ]K 
L ]L 


0. قاعدة تفي الاستلزام الثنائي <] 
إذا كانت L‏ جه K‏ كاذبة فإن K‏ و ] يجب أن تمتلكان قيم صدق 
مختلفة. أي أن K‏ صادقة و L‏ كاذبة أو أن L‏ صادقة و K‏ كاذبة. هنا أيضا 


يجب التفريع للتعبير عن هاتين الإمكانيتين. 
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yx (Ke ۳ 


2 


K 1к 
1L L 


7 تطبيقات آشجار الصدق 
1. تحديد صحة صور الحجج 
أمثلة 
1. أنشئ شجرة الصدق وحدد صحة صورة الحجة التالية. 
المقدماث: Кәшә N. K‏ 
K—L‏ ¥ 


“Z 9 М 
7 


ч 


N النتيجة:‎ 


` رر ۱ 


239 


— دم دت ب 


со ч یب‎ їл 


لقد بدأنا بكتابة المقدمات ونفي النتيجة. وقمنا بتطبيق قاعدة الاستلزام 
على الخط 1 فحصلنا على الخط 5 . الفرع الأيسر أغلق على الخط 6 
لوجود K‏ و | عليه. ولكن الفرع الأيمن بقي مفتوحا ولهذا طبقنا قاعدة 
الاستلزام على الخط 2 فحصلنا على الخط 7. الفرعان الباقيان تم غلقهما 
لوجود L‏ | و L‏ على الأيسر ولوجود N‏ ول | على الأيمن. وهكذا 
تكون الشجرة مغلقة وبالتالي فلا توجد إمكانية لجعل المقدمات صادقة 
والنتيجة كاذبة. ان صورة الحجة صحيحة. 

2.أنشئ شجرة الصدق وحدد صحة صورة الحجة التالية : 

| 06۸ L) : المقدمات‎ 


KA L النتيجة‎ 
l 7 ](KAD 
2 и LA kK 
4 ۷۴ TIL Ик IIL 
5 x L K x 
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هنا أيضا بدأنا بالمقدمة ونفي النتيجة وقمنا بتطبيق قاعدة نفي الوصل عليهما 
فحصلنا على الخطين 3 و4. وقد تم غلق الفرعين في أقصى اليسار لوجود 
ТК‏ و | | وفي أقصى اليمين لوجود L‏ و11 [. وبقي فرعان مفتوحان 
حتى بعد تطبيق النفي المزدوج. وبما أنه لا يمكننا تطبيق أكثر لقواعد اشتقاق 
فالشجرة منتهية وهذا يعني وجود إمكانية لجعل المقدمة ونفي النتيجة 
صادقتين في نفس الوقت وبالتالي فصورة الحجة خاطئة. 

3.أنشئ شجرة الصدق وحدد فيما إذا كانت صورة الحجة التالية صحيحة 
المقدمات: K,K—L‏ 


Кө L : النتيجة‎ 
1 K 
2 ين‎ К 1 
3 7 | (Ке L) 


e 


دم ; 


1, 


© м с „ >> 


х x 
ہما أن الشجرة المنتهية مغلقة فإذن صورة الحجة صحيحة,‎ 
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2.تحديد اتساق أو عدم اتساق الصیغ 

تعتبر شجرة الصدق مفيدة لأغراض أخرى غير تحديد صحة صور 
الحجج. فمجموعة من الصيغ تكون متسقة إذا احتوت شجرة الصدق على 
الأقل على فرع واحد منتهي مفتوح لأن هذا يعني وجود إمكانية جعل جميع 
الصيغ صادقة في نفس الوقت أو أنها متسقة. وإذا كانت الشجرة المنتهية لا 
تحتوي على أي طريق مفتوح فإن مجموعة الصيغ المعطاة تكون غير 


مثال 1 

Клі, (LAM), МУМ : لنأخذ الصيغ التالية‎ 

1 ¥ Клі 

2 17 KLAM) 

3 y МУМ 

4 K 

ہر 5 

6 ]L ]M 

7 x БО 

8 M N 
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لقد قمذا بتطبيق قاعدة .م على الخط 1 فحصلنا على الخطين 4 وک 
ثم طبقنا قاعدة ۸| على الخط 2 فحصلنا على الخط 6 وأخیرا طبقنا قاعدة 
۷ على الخط 3 فحصلنا على الخط 8. لا نستطيع الآن القيام بتطبيق أكثر 
لقواعد الاشتقاق. نرى أن الفرع في أقصى اليسار مغلقا لوجود بآ ]L‏ عليه 
وکذلك؛ فان الفرع الأوسط مغلقا لوجود М‏ و[ عليه. ولکن؛ الفرع في 
أقصى اليمين مفتوح لعدم وجود صيغة ذرية ونفيها عليه. وبما أن هذا الفرع 
يقول بوجود إمكانية أن تكون الصیغ الأولية كلها صادقة في نفس الوقت فان 
هذه الصيغ تكون متسقة (حسب تعريف الاتساق). 


2 مثال‎ 
K v L, (LVM), M v ]K : لناخذ الصيغ التالية‎ 
1 “ Kv L 
2 1۸ LVM) 
3 ۷ Mv ]K 


ы. 


4 ۱ | 
5 ۳ 1 

| | 
6 1 1м 
1 "٦ х 
8 M ۳ 
9 x x 
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لقد Ша‏ بتطبيق قاعدة ۷ على الخط 1 فحصلنا على الخط 4+ ٹم 
طبقنا قاعدة ۷| على الخط 2 فحصلنا على الخطين 5 65 وأخيرا طبقنا 
قاعدة ۷ على الخط 3 فحصلنا على الخط 8. نرى أن الفرع في أقصى 
اليسار مغلقا لوجود М: M‏ عليه وكذلك. فان الفرع الاوسط مغلقا لوجود 
К‏ و[ عليه. كما أن الفرع في أقصى اليمين مغلقا لوجود L‏ وآ[ عليه. 
وهكذاء فالشجرة المنتهية مغلقة. إذن لا توجد امكانية لجعل جميع الصیغ 
الأولية كلها صادقة في نفس الوقت وبالتالي» فإن هذه الصيغ تكون غير 
3. تحديد نوع الصیغ 
1.تكرن الصيغة © تكرارية إذا وفقط إذا كانت جمیم الفروع على الشجرة 
المنتهية للصيغة © | مغلقة. 
مثال أنشئ شجرة الصدق وحدد تكرارية الصيغة : 

(Кэ) у (КАП) 


l ہ‎ ЗК) (КАЛП) 
2 س‎ Кә 

3 7 1 (KAI) 

4 K 

5 15 

6 11 111 

7 x x 
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بدأنا بكتابة نفي الصيغة المعطاة على الخط 1 تم تطبيق القاعدة Ту‏ 
على الخط 1 فحصلنا على الخطين 2 و3. وطبقنا القاعدة — | على الخط 
2 فحصلنا الخطين 4 و5. بتطبيق القاعدة ۸ ] على الخط 3 حصلنا على 
الخط 6. الفرع الأیسر مغلق لوجود K‏ | و عليه والفرع الأيمن مغلق 
لوجود ب] || و ]L‏ عليه وبما أن جميع الفروع مغلقة فإنه لا توجد إمكانية 
لجعل نفي الصيغة صادقة وبالتالي فالصيغة تكرارية. 
2..تكون الصيغة ,0 متناقضة إذا وفقط إذا كانت جميع فروع شجرة الصدق 
المنتهية للصيغة 0 مغلقة. 
3.تكون الصيغة 0 عارضة إذا وفقط إذا كانت جميع فروع شجرة الصدق 
المنتهية للصيغة © مفتوحة وكانت شجرة الصدق المنتهية للصيغة © | 
مفتوحة أیضاء 
مثال 
أنشئ شجرة الصدق للصيغة Кә L‏ وحدد فیما إذا كانت عارضة أم غير 
عارضة. 

(1) شجرة صدق الصيغة 
v Ke L‏ 1 


پر 


]K 
L 1, 
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ааа 09)‏ یه 
(Ko D]‏ 7 1 


М.‏ وسر 
K L‏ 
E 7 Ik‏ 


نرى أن شجرة الصيغة Ке L‏ المنتهية مفتوحة لوجود فرعين 
مفتوحين فيها. نرى كذلك أن شجرة الصيغة (KG L)‏ | مفتوحة أيضا 
وإذن» تكون الصيغة КӨ L‏ عارضة. 
4.تستخدم أشجار الصدق أيضا لتحديد التكافؤ. 

الصيغتان المتکافئتان هما اللتان تمتلكان نفس قيم الصدق. أي أنه لا 
یوجد تعيين قیم صدق لمتغيراتهما القضائية يجعل أحدهما صادقة والأخرى 
كاذبة. ولاختبار ذلك نقوم بإنشاء شجرتين. لنأخذ الصيغتين ٥‏ و8. شجرة 
الصدق الأولى تبدأ بفرض أن B‏ صادقة оз‏ كاذبة وشجرة الصدق الثانية 
تبدأ بفرض أن B‏ كاذبة و » صادقة. إذا كانت الشجرتان مغلقتين فهذا يعني 
عدم وجود تعيين يجعل للصيغتين قيم مختلفة وهكذا يتحقق التكافؤ. وإذا کانت 
إحدى الشجرتين على الأقل مفتوحة فهذا يعني وجود تعيين يجعل إحدى 
الصيغتين صادقة والأخرى كاذبة وبالتالي تكون الصيغتان غير متكافئتين. 
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مثال 


حدد فیما إذا كانت الصيغتان L L —] K‏ ج × متكافئتين أم غير 


1. الشجرة الأولى 
1к‏ جد را[ x‏ 1 
L)‏ جن ٦ہ‏ 2 
K‏ 3 
1L‏ 4 
IIL 1۳‏ 5 
x с х‏ 6 


طبقا قاعدة ج | على الخط 2 فحصلنا الخطین 3 و4. وطبقنا قاعدة 
> على الخط 1 فحصلنا على الخط 5 الشجرة مغلقة. 


1 ¥ Кә 2.الشجرة الثانية‎ 
2 v ]G(L 1ج‎ 

3 1L 

| А 

5 1к L 

6 x x 
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وهذه أيضا مغلقة وإذن یتحقق التکافو . 


7 أشجار الصدق في حساب المحمولات 
نستطيع تعميم استخدام طريقة أشجار الصدق ليشمل حساب 
المحمولات. نشير هنا أننا تمكنا من تفسیر ×۴(× (V‏ على أنه وصل لا 
نهائي من المعطوفات حيث أن مجموعة تعريف PX‏ هي المجموعة اللانهائية 
аз,...}‏ ور۵ ) = :M‏ 
Pas A...‏ 09۸ج ×ط(× (V‏ 
إن کل من هذه المعطوفات تمثل جزء من شروط صدق الصيغة 
(V х)Рх‏ . ولكنه من المستحيل كتابة هذه الشروط كلها في شجرة الصدق 
لأنها لا نهائية. 
نشير هنا إلى أنه حتى شجرة الصدق لا تعطينا طريقة كاملة لتحديد 
صحة الحجج في حساب المحمولات. 
سنحاول الآن كتابة شروط الصدق بالنسبة للمكمم الكلي У х)Рх‏ 
(V x)Px‏ 
Pai‏ 
Pa;‏ 


Pa; 
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وبالمل نستطيع تفسير (Зх) Px‏ على أنه فصل У‏ نهائي من 
المفصولات حيث أن مجموعة تعريف Px‏ هي المجموعة اللانهائية 
:М = ! а, а,...}‏ 
Разм...‏ روج (3x)Px‏ 
شروط الصدق بالنسبة للمكمم الجزئي :(8x)Px‏ 
(З3х)Рх‏ 


/ М 


Ра Ра» Раз .. 


مثال 1 
أنشئ شجرة صدق الحجة التالية : 
كل شيء جميل 
الورد جميل 
ا (V x)Px‏ 
الترجمة : — 
Ра‏ 


Рх ома‏ : × يكون جمیل: :а‏ الوردء :Ра‏ الورد جمیل. 
شجرة الصدق كاملة تكون كما يلي : 
(V x)Px‏ 
Ta‏ 


Pa 
x 
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إن قواعد شجرة الصدق المعممة تستخدم قواعد شجرة حساب 
القضايا التي مرت بنا بالإضافة إلى 6 قواعد جديدة وهي المتعلقة بالصيغ 
المحتوية على المكممين وعلى الهوية. 

يما أن حساب المحمولات مع الهوية يمتلك 3 رموز У‏ يتضمنها 
حساب القضایا وهي ۰۷ 3 = ونحن نحتاج إلى قاعدتين لكل منهم (واحدة 
للصيغة المنفية وأخرى للصيغة غير المنفية) التي تظهر فيهم فإذن» توجد 6 
قواعد جديدة في أشجار حساب المحمولات. سنبدأ أولا بقاعدة التكميم الكلي. 
1.قاعدة المكمم الكلي У‏ 

إذا ظهرت صيغة على الشكل (V х) о‏ على فرع مفتوح فانه إذا 
كان а‏ حدا ثابتا في صيغة ما على هذا الفرع فنکتب ОЦа/х)‏ (التي هي 
نتيجة استبدال كل ظهور للمتغير X‏ في 0 بواسطة (a‏ أسفل الفرع. إذا لم 
تظهر АЙ‏ صيغة تحوي حدا ثابتا فإنتا نختار حدا ثابتا а‏ ونكتب («/0:)2 
أسفل الفرع. وفي كل الحالات لا نحقق у)‏ نکتب ۷ ) 0 (У x)‏ 

إننا لا نحقق هذه الصيغةء وذلك لأنه مهما اشتققنا من صيغ بواسطة 
القاعدة ۷ فإننا لا نستنفذ کل .تطبیقاتنا. ولكن بالرغم من أن الصيغ المكممة 
كليا لا تحقق أبدا فإن أشجارها يمكن أن تغلق (في هذه الحالة صورة الحجة 
تكون صحيحة) أو يمكن الوصول إلى نقطة تكون عندها الشجرة غير مغلقة 
ولا توجد قواعد أكثر يمكن تطبيقها (في هذه الحالة تكون صورة الحجة 
خاطئة). 
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مثال 2 
أنشئ شجرة صدق صورة الحجة التالية وحدد فيما إذا كانت صحيحة أم 
خاطئة: (Ух) (Кх — Lx),( Vx) Кх‏ 

La 


(Vx)(Kx — Lx) 
( Vx) Kx 


] La 
YX Ка» Та 


2 S 


6 1Ka La 


سر لم чо‏ ھ ہا 


7 x x 


ہما أن الحد الثابت a‏ يظهر على La‏ | (الخط 3( فإنه يكون الحد 
الذي نستخدمه للحصول على الخطين 4 و5 باستخدام قاعدة التكميم الكلي. 
ولكن الشجرة أصبحت مغلقة بعد تطبيق قاعدة الاستلزام وهذا يبين أن صورة 
الحجة صحيحة. 
2.قاعدة نفي المكمم الجزئي 13 

إذا ظهرت صيغة غير محققة على الشكل © 3х)‏ على فرع 
مفتوح فإننا نقوم بتحقيقها ونكتب 0 (V x)‏ أسفل كل فرع مفتوح يحوي 
الصيغة المحققة. 
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3.قاعدة نفي المكمم الكلي ТУ‏ 
إذا ظهرت صيغة غير محققة على الشكل 0 (Ух)‏ على فرع 
مفتوح فاننا نقوم بتحقيقها ونکتب 0[ x)‏ 3) أسفل كل فرع مفتوح يحوي 
الصيغة المحققة. 
مثال 3 
أنشئ شجرة صورة الحجة التالية وحدد فيما إذا كانت صحيحة أم خاطئة : 
(Vx) (Кх > Lx), |( 3x) Lx‏ 
1 
(Ух)(Кх — Lx)‏ 
](3x)Lx‏ 7 
11ка‏ 


(Vx) 11х 


]La 
۷7 Ка La 


Z ss 


7 ]Ka La 


С л ںا ھ‎ N سم‎ 


8 x x 
لقد طبقنا قاعدة نفي التكميم الجزئي على الخط 2 وحصلنا على الخط‎ 
وطبقنا قاعدة التكميم الكلي على 4 فحصلنا على الخط 5 ثم طبقنا قاعدة‎ .4 
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التكميم الكلي على الخط 1 فحصلنا على الخط 6. وأخيرا طبقنا قاعدة 
الاستلزام على الخط 6 فحصلنا على الخط 7. صورة الحجة صحيحة. 
4.قاعدة المكمم الجزئي 3 

إذا ظهرت الصيغة على الشكل »(× 3) على فرع مفتوح فإننا نقوم 
بتحقيقها ثم نقوم باختيار حد ثابت والذي لم يظهر لحد الآن على هذا الفرع 
ونكتب оа/х)‏ (التي هي نتيجة استبدال كل ظهور للمتغير × في » بواسطة 
(a‏ أسفل كل فر ع مفتوح يحتوي الصيغة المحققة. 


مثال 4 
أنشئ شجرة صدق صورة الحجة التالية وحدد فيما إذا كانت صحيحة أم 
x)Kx мых‏ 3( 
(У x)Kx‏ 
(Я х)Кх‏ ¥ 1 
V Ку Кх‏ 2 
Ка‏ 3 
(Эх) 1×‏ ہ 4 
]Kb‏ 5 


لقد أدخلنا الحد الثابت а‏ باستخدام القاعدة 3 على الخط 3. واستبدلنا 
الصيغة x)Kx‏ )| بواسطة مكافئتها الجزئية على الخط 4. كما أدخلنا بعد 
ذلك حدا ثابتا Í‏ خر b‏ مع تطبيق ثاني للقاعدة 3 (قاعدة المكمم الجزئي 
تتطلب أن يكون الحد الثابت الثاني مختلفا عن الأول). لا يوجد تطبيق لقواعد 
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أخرى والشجرة المنتهية تحوي على فرع واحد مفتوح. وهكذا فإن المقدمة 
ونفي النتيجة تكون صيغ متسقة وبهذا فان صورة الحجة خاطئة. 
مثال 5 


أنشئ شجرة صدق صورة الحجة التالية وحدد فيما إذا كانت صحيحة أم 


: خاطئة‎ 
(Ух) ( Vy) (Kxy — ]Kyx) 


Кхх‏ 3ا 


(Vx) (Vy) (Kxy — ]Kyx) 
7 1 سا(‎ 


y (3x) Kxx 
Kaa 


(Vy) (Kay — ] Kya) 
7 (Каа + ] Kaa) 


/ 


[Kaa [Kaa 


سم یم لن С ль‏ 


8 x x 
لقد طبقنا قاعدة المكمم الوجودي على الخط 3 قبل تطبيق قاعدة‎ 


المكمم الكلي على الخطين 5 و6 لان هذا يقلل من طول الأشجار بشكل 


عام. وصورة الحجة صحيحة. 
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مثال 6 


أنشئ شجرة صدق صورة الحجة التالية وحدد فيما إذا كانت صحیحة أم 


: خاطئة‎ 
( Vx) ( 3y) Lxy 
Laa 

l ( Vx) ( 3y) Lxy 
2 ] Laa 
3 м (3y) Гау 
4 Lab 
5 ۳ ( Зу) Lby 
6 Lbc 
7 7 ) Зу) Ley 
8 Lcd 


الشجرة أعلاه لن تصل إلى نهايتها لأنها لا نهائية الطول. لقد طبقنا 
قاعدة التكميم الكلي على الخط 1 وهكذا نتجت صيغة مكممة جزئية جديدة 


على الخط 3. تطبيق القاعدة3 على هذه الصيغة الجديدة على الخط 4 أنتج 
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حد ثابت 6. وبما أن الصيغة المكممة كليا على الخط 1 غير محققة فيجب 
تطبيق القاعدة ۷ مرة أخرى بالنسبة إلى 0 وبهذا نتجت صيغة مكممة 
جزئية جديدة وهذه بدورها أدخلت حدا ثابتا جدیدا ‏ على الخط 6 لکن هذا 
يتطلب تطبيق القاعدة V‏ على الخط 1 بالنسبة إلى © وهكذا دواليك. وهكذا 
فالشجرة لا يمكن أن تنتهي وبالتالي لا تعطي جوابا. المثال أعلاه يبين أن 
حساب المحمولات غير قابل للحكم (أي لا توجد طريقة فعالة للحكم على 
صحة صورة حجة فيما إذا كانت صحيحة أم خاطئة). 
7 أشجار صدق الهوية 

يمكن استخدام أشجار الصدق في صور الحجج المحتوية على علاقة 
الهوية (-). إن هذا يتطلب إدخال قاعدتين جديدتين. 
1.قاعدة الهوية = 

إذا ظهرت صيغة على الشكل b‏ = 2 على فرع مفتوح» فإنه إذا 
ظهرت صيغة ү‏ غير محققة وتحوي الحدين 2 أو تا فإننا نقوم أسفل الفرع 
بكتابة أية صيغة ليست على الفرع والتي تكون نتيجة استبدال ظهور واحد أو 


أكثر لأي من هذين الحدين بواسطة الحد الآخر في 7 . لا يتم تحقيق أي من 


‚ү وأو‎ > 0 

مثال 7 

أنشئ شجرة صدق صورة الحجة التالية وحدد فيما إذا كانت صحيحة أم 
خاطئة : a=b‏ 


Kab — Kba 
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1 a=b 
] (Kab — Kba) 


(Каа — Каа)‏ ل 
Каа‏ 


kaa 
6 x 
2 في الصيغة على الخط‎ b لقد قمنا على الخط 3 باستبدال ظهور‎ 


دم سی k‏ ہا 


بواسطة а‏ باستخدام قاعدة الهوية. صورة الحجة صحيحة. 





2.قاعدة نفي الهوية =] 
يغلق أب فرع مفتوح تكون عليه صيغة على الشكل о)‏ = ») | 
مثال 8 
أنشئ شجرة صدق صورة الحجة التالية وحدد فیما إذا كانت صحيحة أم 
b=a‏ 
I a=b‏ 
(=a)‏ | 2 
](а=а)‏ 3 
4 
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لقدم قمنا على الخط 3 باستبدال ظهور b‏ على الخط 2 بواسطة a‏ 
وهكذا حصلنا على الصيغة (а = a)‏ | التي أغلقت الشجرة باستخدام قاعدة 
نفي الهوية. 


7 تمارين 

(j)‏ باستخدام أشجار الصدق Qosa‏ فيما إذا كانت كل من الصيغ التالية 
تکراریة عارضة أم متناقضة. 

[٦) (K A ]K) (1 

(Кө (кәк) (2 

(K> К) э (LA 1 (3 

(Кә) ماج‎ 1) (4 


(K + (15 М) > (Кә) ә (К ә M) (5 


(ب) حدد فيما 13 كانت كل من مجموعات الصيغ التالية متسقة أم غير 
متسقة» وذلك باستخدام أشجار الصدق : 

11 ما( [ وناب‎ M)Ə]K)(! 

)117 ۵ ,عاج‎ ۱01۷ D 2 

KƏL,M>L, |(K М) (3 

KvL,K+L, IL (4 
( 


KL, 1K 4M) (5 
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(ج) باستخدام أشجار الصدق حدد فیما إذا كانت صور التالية صحيحة أم 


خاطئة. 
(1)المقدمات K+ (L^ (Mv)‏ 
النتيجة кәк‏ 
(2)المقدمات ۴ K—Ə(Lv М), ILA‏ 
النتيجة M‏ 
(3)المقدمات اج 10,1 Kv(LA‏ 
النتيجة LAN‏ 
(4)المقدمات М)‏ ج-.]) ج >1 
النتيجة ج (]آ ۸ ک) 
(5)المقدمات M‏ ج (Kal)‏ 
النتيجة K + (L> М)‏ 


(د) باستخدام أشجار الصدق حدد فيما إذا كانت أزواج الصيغ التالية 
متكافئة أم غير متكافئة. 

1кә,(Кә1) (1 

1к лу, 1۴6۸11 (2 

(K—L)AK),L 3 


(ه) باستخدام آشجار الصدق» حدد فیما إذا ما كنت کل من 


مجموعات الصیغ التالية متسقة أم غير متسقة. 
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(Vx) (K, — Іх), (3x) K,, 1(9х) با‎ (1 

Ку, (3x) К, (Vx) (K, => L.) (2 

(Bx) (K, A] Lx), (Ух) (M, — Lx), (Ух) (K, — Mx) (3 
| ))3«( K,  (3у)1.,), (Vx) (K, => Lx) (4 


)3( باستخدام أشجار الصدق حدد فيما إذا كانت صور التالية صحيحة أم 


خاطئة. 
(Ух) K, — (Vx) Lx, 1(3) L, (1‏ 
(3x)]|K,‏ 
(3x) K, , (3x) L,‏ 
2( 
(3x) (K, A L.)‏ 
(Зх) (Vx) К„ (3‏ 
(Ух) (Эх) Ky,‏ 
K, ^ (La A Ma), (Ух) (L, — №), (Ух) (L, > О,) 7‏ 
Р,‏ 
a=b‏ 
5( 
Кы‏ ونم K,‏ 
a=b | b=a (6‏ 
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حلول التمارین 


الفصل الأول - 6.1 

() 

1)ذھب أحمد إلى المكتبة К:‏ ذهب علي إلى المكتبة : بآ 
الترجمة Клі:‏ 


2)المثلث ABC‏ قائم الزاوية : ¿K‏ المثلث ABC‏ متساوي الساقين : L‏ 
الترجمة : ‚Кл L‏ 

3)أحمد يذهب إلى المدرسة : 16 ء علي يذهب إلى المدرسة : ,1 

КА]: الترجمة‎ 

L: 6 العدد ج<‎ , К: а> 4)العدد‎ 

.K v L : الترجمة‎ 

5)ممائل إلى 4) 

L : C عمودي على‎ b المستقيم‎ » K : C عمودي على‎ а 6)المستقيم‎ 
M: a//b 

. (K ALD) > (M v ] M) : الترجمة‎ 

7)تتدمر الحضارة البشرية : K‏ ء اندلعت الحرب الذرية : L‏ 

.L—K : الترجمة‎ 

oN: а<о: M: b>o: L: <0 2 K:ab < 8 
O:b<o 
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. > جه‎ (L AM) v (N ^ 0)) : الترجمة‎ 
(8 9)مماظة إلى‎ 

L: >ع۔‎ 9 «< K:b<c(10 

الترجمة :.] ج> К‏ 

1 )مقیاس المنطق صعب : K‏ ء احمد ينجح في المنطق : L‏ » فاطمة تنجح 
في المنطق : M‏ ء حضرا المحاضرات : N‏ 

الترجمة : N)‏ ج> М)‏ ۸.])) جک . 

(ب) 

13(1 حضر أحمد الاجتماع؛ فان علي يحضر الاجتماع. 

2 حضرت خلود الاجتماع فان أحمد لن يحضر الاجتماع. 

3)أحمد يحضر الاجتماع لذا وفقط إذا حضرت خلود الاجتماع. 

4( حضر آحمد أو علي الاجتماع فان خلود تحضر الاجتماع. 

5)إذا حضر أحمد الاجتماع» فان خلود تحضر أو إذا لم تحضر خلود 
الاجتماع فان علي یحضر. 


(G) 
(1 
к к 1к>к 
T ا‎  |T 
F 1 F 
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KIL jM |LƏM|K—Ə(L—ƏM)|KAL (КА Мм |[(KƏ(LƏM)e 


(5 


ان 
> 
> 
5 
£ 
a‏ 
1 
š‏ 
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707 
ЖИНИНИЗ 





£ 
= 
21 
3 
< 
= 
5 
1 
= 
9 
= 
1 
у 
š 
= 
7 
۳ 
E 
< 
м 
2 
م‎ 
м 


قارن بین 


العمودین الأخيرين 





4) ممائل إلی 3) 


قارن بین العمودين الأخيرين 





قارن بین العمودین الأخیرین 


قارن 


5 العمودین 


= 
2 
а 
3 





(=) 
(1 


(3) (Клі) > 1К 
(2) KA L ]K 
(0 ۵ | 
0 
(5) 1 ہ4)‎ (۷ (M > L) ^ (K جه‎ (Lv ]М)) 
ا سس‎ 
م‎ l(KAL)v(M >L) K (Lv IM) 
(3) (KADv(M>— L) K Lv ]M 
| 
@ KAL M—L K А? 
Окт 7 | | ! 
(9 


0 ع 3 أو 6 × 4 + 20 : صادقة + ب)6 x‏ 4 = 20 و9 عدد فردي: 
کاذیة ء ج)إذا كان 6× 4 عد 20 فان 2 8 : كاذبة. 


د)21 = 8 أو 6 × 4 = 20 و9 عدد فردي : صادقة 
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الفصل الثاني - 12.2 

(أ) ننشئ أولا جدول صدق کل صيغة. 

)1( تكرارية » (2) تكرارية . )3( عارضة ۰ (4) عارضة › 
(5) تكرارية ٠‏ (6) متناقضة ٠‏ (7) تكرارية. 

(ب) 

(1)للتحقق من (ш)‏ ج (أ) نقوم بإنشاء جدول صدق الصيغة (ب) — )( 
أي : (K v D‏ ج (ا ج × |) ۰ فإذا كانت هذه الصيغة تكرارية فان 





بما أن (ب) ج (i)‏ صيغة تکراریة فان (ب) = (У‏ 


للتحقق من (أ) = (ب) نقوم بإنشاء جدول صدق الصيغة (أ)ج (ыч)‏ أي 
راب ]( جرا (Ку‏ ء فلذا كانت هذه الصيغة تكرارية فان (Í)‏ = )=( 
سنستخدم الأعمدة الخمسة الأولى من الجدول أعلاه ونضيف لهم العمود 
السادس التالي : 





بما أن (أ) ج (ш)‏ صیغة تكراريةء فإن» () = )=( 
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للتحقق من (ب) >< (أ) نقوم بإنشاء جدول صدق الصيغة (ب) ج )( أي 
(K v L)‏ جه K + L)‏ [) ء فإذا كانت هذه الصيغة تكرارية فان (ب)ت )1( 
سنستخدم هنا أيضا الأعمدة الخمسة الأولى أعلاه ونضيف لهم العمود 
السادس التالي 1 





(2) للتحقق من (ب) = )( نوم بإنشاء جدول صدق الصيغة (ب)«- ( 
أي )0 L) — (K A(K‏ ج (К‏ ء فإذا كانت هذه الصيغة تكرارية فان 


(ب) > )( : 





نلاحظ أن الصيغة في العمود الأخير ليست تكرارية وإذن فإن (ب) £ (). 
للتحقق من () = (ب) نقوم بإضافة عمود آخر ونجد قيم صدق الصيغة 
(أ)ج- (ب)ء فإذا کات هذه الصيغة تكرارية فان (П)‏ >= (ب). 

K A(K + L)) Ə— (K — L 





نلاحظ أن الصيغة في هذا العمود تكرارية» وإذن» )1( = )=( 


267 


للتحقق من (ы)‏ جه )|( نقوم بإضافة عمود جديد ونجد قيم صدق الصيغة 


(ب) جه (ا)ء فإذا كانت هذه الصيغة تكرارية فان (ب) ج (أ) : 





نلاحظ أن الصيغة في هذا العمود ليست تكرارية وإذن )9( (). 
حل (۰)3 (4)ء )5( ممائل إلى (1) و(2) أعلاه. 

(©) 

1к л л1м) (2) < (KV L) v](M v ]N) (1) 
Такуу IL v к)) (3) 

(«к اج‎ ^ (IL K) ә М) ^ (M — (1 K) ^ (К —] ]((()4( 
1(К > (L > 1м)(5) 

(3 

(1)القضايا الذرية : شيء ما حي К:‏ شيء ذو روح : L‏ شيء 
متحرك بذاته : 1۷ . 

٠ الترجمة‎ 

(j)‏ ۸( ہ(ا۔- کا 

(ب) K)‏ دب مزاح (М‏ 

الآن ننشئ جدول صدق الصيغة (أ) جه (ы)‏ : 
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L |M 


+ 
"т 





نلاحظ أن الصيغة في العمود الأخير (ب) «ә‏ (أ) ليست صيغة تكرارية 
وإذن (ا) لا تكافئ (ب). 

(2)القضايا الذرية 

الروح متحركة بذاتها : K‏ » كل ما هو متحرك بذاته مصدر التغير L:‏ 
الروح مصدر التغير М:‏ 

الترجمة 

(K ^L) جد‎ міі) 

1014 л(К лї) )ب(‎ 

الآن ننشئ جدول صدق الصيغة )1( ө‏ (ب)ء فإذا كانت الصيغة (أ)ج> (ب) 
تكرارية فان )( تکافئ (ب). النتيجة هي أن (آ) تکافئ (ب). 

3 

(1) سنحاول أولا البرهان على خطأ صحة صورة الحجة وذلك بإعطاء مثال 
مضاد. 
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لنأخذ النتيجة كاذبة» إنن يجب أن تكون M‏ صادقة. الآن» حتی تكون 
المقدمة الثالثة صادقة يجب أن تكون K‏ صادقة. وحتی تكون المقدمة الثانية 
صادقة Las‏ أن M‏ صادقةء أي [М‏ كاذبة» فيجب أن تكون L‏ كاذبة. 
حتى تكون المقدمة الأولى صادقة وبما أن L‏ كاذبة» أي أن با | صادقةء 
فيجب أن تكون K‏ كاذبة. وهنا وصلنا إلى تناقض : K‏ صادقة و كاذبة. 
إذن يفشل المثال المضاد وصورة الحجة صحيحة. 


وحتى نبرهن أن هذه الصورة صحيحة سنعطي برهانا صوریا لها. 


البرهان 
IK е‏ چا[ .1 
]M Š‏ ج> ]1 .2 
K °‏ .3 
النفي المضاعف ,3 а. 11к‏ 
تفي التالي 1,4 111 .5 
النفس المضاعف ,5 6.1 
الاستلزام الثنائي ,2 )1> 101) ہ (L> IM)‏ .7 
التبسيط ,7 L— ]M‏ .8 
الوضع 6,8 ]M‏ .9 


(2)سنحاول أولا البرهان على خطأ صورة الحجة وذلك بإعطاء مثال مضاد. 
نأخذ النتيجة كاذبة. إذن يجب أن تكون М‏ كاذبة و كاذبة. حتى تكون 
المقدمة الأولى صادقة وبما أن M‏ كاذبة فإن L‏ يجب أن تكون كاذبة. حتى 


تكون المقدمة الثانية صادقة فيجب أن تكون K «М‏ كاذبة. وبما أن K‏ 
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كاذبة فيجب أن تكون M‏ صادقة وهنا وصلنا إلى تناقض : M‏ کاذبة و 


صادقة. إذن يفشل المثال المضاد وصورة الحجة صحيحة. 


وحتى نبرهن أن هذه الصورة صحيحة سنعطي برهانا صوريا لها. 


ё 


° 
) مقدمة ب.ش) م 
ستلزام ثنائي ,2 
دي مورغان ,4 
الجمع ,3 
الاستلزام ,6 
نفي الفصل 5,7 
الاستلزام ,8 
دي مورغان ,9 
التبسيط ,10 
بش 3,11 


(و)(1) 


ہہ یہ > >` 


نفي المضاعف ,5 
نفي التالي 4,6 
نفي التالي 3,7 
نفي التالي 2,7 
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البر هان 


‚һәм 
. [0 o M) 


]M 


. | (K > M) ^ (M — K) 
10 Mv] (M— K) 
. ]Mv K 

چب ]۷[ . 

. (K> M) 

. 1)1. ۲۸۵ 

. KA ]M 

‚К 

. 1۸ جہ‎ K 


البرهان 


. K> (Lv M) 


L—+N 
M4N 


. N> [0 


110 
IN 
] M 


. 1L 


ہم زح ш‏ + صا S‏ فح со‏ ذا 


ю юз см = نو با‎ г 


— — قو 
© — یود 


العطف 8,9 
دي مور غان,10 
نفي التالي 1,11 


Р 
و‎ 
1, الاستلزام الثنائي‎ 
3, التبسيط‎ 
2, الاستلزام‎ 
دي مور غان,5‎ 
4,6 تفي التالي‎ 
(3) 


ё 


Ф 
1, الاستيراد والتصدير‎ 
2,3 نفي التالي‎ 
4, دي مورغان‎ 
(3 


(1)القضايا الذرية 


: مآ‎ IM 
. LVM) 
. ]K 


ый‏ هان 


(M AK)‏ چه رآ ۔ 
]K‏ ب ۷ ۔ 

. جع‎ (MAK) ہ‎ (M ^K) > D) 
. L— (MAK) 

. IM v]K 

. (MAK) 

. 1L 


البر هان 


. K> (L—> М) 
. 1м 

. (KAL) ¬+ M) 
. (KD 

. ]Kv]L 


الموت انفصال الروح عن الجسم : K‏ 
الروح قادرة على الوجود مستقلة عن الجسم : L‏ 
الروح تصبح حرة حين يموت الجسم : M‏ 


الترجمة 
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نے ро‏ فيا لق Q‏ سے یہ 


ہم ټم فيا طط ي 


المقدمات M)‏ +-]) ج K‏ 
النتيجة 1[ 11۷) +1 


Ë 

الاستیراد والتصدیر, ] 

عكس النقيض ,2 

دي مورغان و3 

)2( القضایا الذرية 

تفسد الروح حين يموت الجسم : K‏ 
ينبغي أن نخشى الموت : L‏ 

هناك أمل : M‏ 

الترجمة 


البرهان 


. K—Ə>(L—M) 

. (K AL) > M) 

. ]M— ](KAL) 
. ج۸۷[‎ (Kv) 


K>L, IKƏM,K v ]K المقدمات‎ 


]M L النتيجة‎ 


عكس النقيض ,1 
القياس الشرطي 2,4 
عكس النقيض ,5 
النفي المضاعف ,6 
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сла البر‎ 


K—L 


11-۸ 

. ۷ 116 

. ]L— [۴ 

. LS M 

101+1 . 
نب | . 


мо ہا‎ + Q N سم‎ 


مت N‏ فيا + 


(3) القضایا الذرية 

ألقيت أسئلة على الناس بصورة صحيحة : K‏ 

الناس يظهرون معرفة لم يكتسبوها في هذه الحياة : L‏ 
الناس اكتسبوا معرفة في حياة سابقة : M‏ 

الروح يمكن أن توجد مستقلة عن الجسم :№ 


الترجمة 
المقدمات K+L, IM+|L,M +N‏ 

النتيجة кәм‏ 
البرهان 

° 

ё 

? 

عکس النقیض ,2 

الفني المضاعف ,4 


القياس الشرطي 1,3,5 


(4) القضايا الذرية 

الروح تشبه نغم يعزف على آلة موسيقية : K‏ 
يمكن أن توجد الروح قبل أن يوجد الجسم : L‏ 
الحجة المستندة إلى الروح قوية : 1/4 

الروح قد وجدت قبل أن يوجد الجسم : N‏ 
La)‏ 
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. K> L 
. ]M— ]L 


МЭМ 
|| نا‎ TIM 
جا‎ м 
Кә 


ميه مب و 


K>]N, MƏ>L,L—>N المقدمات‎ 


lM v ]K النتيجة‎ 
البرهان‎ 
1. جع‎ | гё 
2. M +L م‎ 
3. L+>N ë 
4. МЭМ 2,3 القياس الشرطي‎ 
5. 110+۴ 1, عكس النقيض‎ 
6.٣ الفني المضاعف ,5 اج‎ 
7. Мә [۴ 4,6 القياس الشرطی‎ 
8. ]M v ]K 7, الاستلزام‎ 
(©) 


(1)القضایا الذریة 
أذهب لقضاء إجازتي : K‏ 
القیام بعمل إضافي : L‏ 
أبيع سيارتي : ]۷ 

أكسب بعض المال : N‏ 


الترجمة 
المقدمات Оку D—(MA N)‏ 
النتيجة Кум‏ 


سنحاول أولا البرهنة على خطا الحجة وذلك بإعطاء مثال مضاد. نأخذ 


النتيجة كاذبة. إذن × يجب أن تكون كاذبة و1 يجب أن تكون كاذبة. حتى 
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تكون المقدمة صادقة وبما أن M‏ کاذبة فان تالي المقدمة كاذباء وهكذا 
فيجب أن يكون مقدمها كاذبا أيضا. وإذن يجب أن تكون K‏ صادقة Ls‏ 
كاذبة. وهنا وصلنا إلى تناقض : K‏ كاذبة وصادقة. إذن يفشل المثال المضاد 
والحجة صحيحة. وحتى نبرهن صحة الحجة سنعطي برهانا صورياء 


باستخدام طريقة البرهان غير المباشر. 


البرهان 
L. (IKvL)> (MAN) a‏ 
Kv M ё‏ .2 
( مقدمة ب.غ) م КУМ)‏ .3 
,0833 مورغان ۸ .4 
التبسیط ,4 ]K‏ .5 
الجمع ,5 ]Kv L‏ .6 
الوضع 1,6 МАМ‏ .7 
التبسيط ,4 M‏ | .8 
التبسيط ,7 M‏ .9 
العطف 8,9 MA ]M‏ .10 
ب.غ 3,10 КУМ‏ .11 


(2) القضایا الذریة 

فازت الجزائر بكأس العرب لكرة القدم : K‏ 
فازت سوريا بكأس العرب لكرة القدم : L‏ 
أكون سعيدا : M‏ 

أقيم احتفالا : N‏ 

الترجمة 
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(Км) => (MAN) المقدمات‎ 

Ком النتيجة‎ 

سنحاول البرهان أولا على خطأ الحجة وذلك بإعطاء مثال مضاد. نأخذ 
النتيجة K + M‏ كاذبة. OM‏ يجب أن تكون K‏ صادقة و1۷ كاذبة. حتى 
تكون المقدمة صادقة» وبما أن M‏ كاذبة فان تاليها يكون كاذبا وبالتالي يجب 
أن يكون مقدمها كاذبا. ОУ‏ يجب أن تكون K‏ كاذبة و1 كاذبة. وصلنا إلى 
تناقض : K‏ صادقة و كاذبة. إذن يفشل المثال المضاد والحجة صحيحة. 
للبرهنة على أن الحجة صحيحة سنعطي البرهان التالي : 


البرهان 
(KvL)—> (MAN)‏ .1 
(مقدمة ب. ش) م K‏ .2 
الجمع ,2 Kv L‏ .3 
الوضع 1,3 МАМ‏ 4 
التبسيط ,4 M‏ .5 
6 


ب. ش 2,5 Кэм‏ 
(3)القضايا الذرية ۱ 
على يذهب إلى المكتبة К:‏ 
سالم يذهب إلى المكتبة : L‏ 
فاطمة تذهب إلى المكتبة : M‏ 


الترجمة 
المقدمات Kv(L AM)‏ 
النتيجة 1м‏ 


سنحاول البرهان أولا على Ш‏ الحجة وذلك بإعطاء مثال مضاد. نأخذ 
النتيجة M‏ [ كاذبة. إذن يجب أن تكون M‏ صادقة. حتى تكون المقدمة 


277 


الأولى صادقة وبما أن M‏ صادقة فيمكن أن ناخذ K‏ صادقة L s‏ صادقة. 
حتی تكون المقدمة الثانية صادقة وبما أن M‏ صادقة فيمكن أن ناخذ K‏ 
صادقة. إذن ينجح المثال المضاد والحجة خاطئة. 
السطر المطلوب 
K|L| M | кулм) |KƏM| IM‏ 
TÎTÎ T T T F‏ 
(4)القضایا الذریة 
يغيب أحمد عن دروس المنطق : K‏ 
تهاون أحمد في مراجعة دروسه : L‏ 
أحمد يرسب М:‏ 
أحمد يطرد من الجامعة : N‏ 
آحمد يشعر بالإهانة : 0 


(KvL) >(MvN)(LvM)—> 0,6 المقدمات‎ 
М النتيجة‎ 


الحجة صحيحة وللبرهنة عن صحة الحجة سنعطي برهانا صوریا. 


البرهان 
(КУШ > (Mv N ё‏ .1 
O Ф‏ ج (Lv M)‏ .2 
е‏ 01 .3 
التبسيط ,3 К‏ .4 
الجمع ,4 KVL‏ .5 
الوضع 1,5 МУМ‏ .6 
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التبسيط ,3 l0‏ . 
نفي التالي 2,7 ۷۱۵ [ . 
دي مورغان ,8 ۱2 
التبسیط ,9 ‚1м‏ 
قیاس الفصل 6,10 N‏ 
(5)القضايا الذرية 


هرب سالم من بيته : K‏ 

سالم برئ من التهمة الموجهة إليه : L‏ 
سالم يكون أمنا من القبض عليه : М‏ 
سالم بعيد عن مكان الجريمة : N‏ 


الترجمة 
المقدمات M,N‏ با K+ (11м), ٦ >L,‏ 
النتيجة 1к‏ 
البرهان 
K> )117 IM) А‏ . 
N> L ё‏ . 
ё‏ ج را . 
е‏ 8 
الوضع 2,4 L‏ 
الوضع 3,5 M‏ 
العطف 5,6 LAM‏ 
دي مورغان ,7 ۱۷۵ 11۷) | . 
نفي التالي 1,8 lk‏ 
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S =‏ مھ موہ =з‏ مم 


мо о 


11. 


(6)القضايا الذرية 

أقام علي احتفالا بمناسبة نجاحه : K‏ 

علي يدعي سمير : بآ 

علي يدعي فائزة : ]17 

علي يجب أن يدعي أحمد :№ 

الترجمة 

KƏ(LAM)(LVM)ON ۰ المقدمات‎ 
Кә النتيجة‎ 

وللبرهنة عن صحة الحجة سنعطي برهانا صوریا. 


البرهان 


(ط) 


. KƏ(LAM) 
. (Lv (۸( جہ‎ ٦ 


K 


. LAM 


L 


. Lv ۲ 


N 


КЭМ 


)1( سنعطي برهانا صوريا. سنكتب النتيجة على الشكل D‏ ج 0[ . 
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о уз с\ ہب‎ £ шо юу 


البرهان 


1. ]B (МАС) ° 

2. 18 وج‎ А 

(مقدمة ب.ش) م з. Ле‏ 

4. ]C v ]M 3, الجمع‎ 

5. ]M v ]C 4, التبدیل‎ 

دي مورغان ,5 (МАС)‏ .6 

قياس الفصل 1,6 8[ .7 

8. D 2,7 الوضع‎ 

ب.ش 3,9 مج 10 .9 

10. Сур 9, الاستلزام‎ 

)2( سنحاول البرهان أولا على خطأ صورة الحجة وذلك باعطاء مثال 
مضاد. 


ناخذ النتيجة كاذبة. إذن يجب أن تكون‌8 كاذبة. حتى تكون المقدمة الأولى 
صادقة فيجب أن تكون А‏ كاذبة Сз‏ كاذبة. حتی تكون المقدمة الثانية كاذبة 
ناخذ E‏ كاذبة. إذن» ينجح المثال المضاد والحجة خاطئة. 

السطر المطلوب 


)3( سنحاول أولا البرهان على 5 صورة الحجة وذلك بإعطاء مثال 
مضاد. 
نأخذ النتيجة كاذبة. إذن يجب أن تكون K‏ كاذبة. حتی تكون المقدمة الأخيرة 


صادقة فيجب أن تكون М‏ صادقة. حنی تكون المقدمة АДЫ)‏ صادقة وبما 
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أن K‏ کاذبة فيجب أن تكون L‏ كاذبة. حتی تكون المقدمة الأولى صادقة 
Las‏ أن K‏ کاذیق أي أن التالي 11 صادقء فإن المقدم يمكن أن يكون 
صادق أو كاذب. عندنا هنا المقدم کاذب. إذن ينجح المثال المضاد والحجة 


خاطئة. 
السطر المطلوب 
м‏ ابا جع | | ج+ ولا م M м‏ ابا | ۶ 
T T T T‏ ۳1۳۱ 
)4( 
نبرهن أن صورة الحجة صحيحةء سنعطي البرهان التالي. 
البرهان 
А Э )8 + O) P‏ .1 
BA]C P‏ .2 
>D г‏ 3.1۸ 
دي مورغان ,2 105*۱10 4 
النفس المضاعف ,4 © 1018 .5 
الاستلزام ,5 © +168 .6 
الجمع ,6 т. |8 + C)v](C— В)‏ 
دي مورغان ,7 ررھ + C)A](C‏ + 1)8 .8 
الاستلزام الثنائي ,8 (вес)‏ .9 
نفس التالي 1,9 ТА‏ .10 
. الوضع 3,10 р‏ ,11 
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ںہ ےہ یہ ` 


(مقدمة ب.ش) م 
الوضع 1,5 

قياس الفصل 2,6 
الوضع 3,7 
بش 5,8 

(مقدمة ب.ش) م 
الوضع 4,10 

دي مورغان ,11 
الوضع 3,10 

قياس الفصل 12,13 
ب۔ش 10,14 
الوضع 9,15 
الاستلزام الثنائي ,16 


(6) 


ё 


олы 

دي مورغان ,3 
التجميع ,4 
الاستلزام ,5 

القياس الشرطي 2,6 
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البرهان 


. حدم‎ 0 
. ]C v D 
Вер 
. B+|(lA^ D) 


A 
0 
0 
8 


. A+B 
В 
101۸ء‎ AD) 
. 00 
13. 
А 

ВЭА 

. (А э В) л (В ¬+ А) 
. AGB 


D 


البرهان 


‚ (A^B) ¬» (C v D) 
. Е^лВ مج‎ 
‹Л(Алв)у (Cv D) 

. (]Av]B)v (C v D) 

. ]|Av(]Bv (Cv D) 

. АУЭ (] B v (C v D) 

. (EA B) э (]B v (C v D) 


= ده p‏ > مرح =a‏ مه صر 


ہے قم ہم 
© س ю‏ 


мео Q + Q س لم‎ 


الاستلزام ,7 

الاستیراد والتصدیر ,8 

التجمیع ,9 

تحصیل حاصل ,10 
)7( 


الاستیراد والتصدیر,1 
القیاس الشرطي 2,3 
عکس النقیض ,4 
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8. (ЕлВ) э (В > (C v Dp) 


2 
‚К 


aX 


. (EAB) ^B) ج‎ (Сур) 
. (E^ (B ^ B)) جه‎ (C v D) 
. (E^B) э (Cv D) 
البرهان‎ 
. R—Ə (Z ب‎ X) 
. R—Ə(]Z— S) 
]R— Oo 
7۷ ]R 
. [06 0) 
. ۸10 
. 10 
. ПА 
. Z X 
. × 
. XA]X 
. Хе O 
البرهان‎ 
. (AAB)>(]D +> 1©) 
. E+A 
. Аз ج 0( جد هق‎ [0( 
. E> 8 (lD 10) 
. Еә (B— (C— D)) 


со моол ш N بر‎ 


11 


л + Q ہم تم‎ 


الاستیراد والتصدیر ,5 
التبدیل ,6 

الاستيراد والتصدیر ,7 
الاستیراد والتصدیر ,8 
الاستلزام ,9 

التبدیل ,10 


— 
ممم‎ ич 
— 


(مقدمة ب.ش) م 
الوضع 2,3 
الوضع 1,4 
الاستلزام ,5 
بش 3,6 


0) 


(مقدمة ب.ش) م 
الوضع 2,3 

نفي التالي 1,4 
دي مورغان ,5 
ب.ش 3,6 


285 


E+ (B AC) > O)‏ ۔ 
(EAB)— (]B v (C v D)‏ . 
E + (CÇ 4+ (В р)‏ . 
(B > D)‏ ج (E^C)‏ . 
(E^C) > (]B v D)‏ . 
(ЕлС) ә (D v |B)‏ . 


البرهان 


. [> ب‎ (L v M) 
‚Мәк 


М 
K 


. Lv M 
. ]L—> M 
. N—>(]L—> M) 


البرهان 


. )15۷[1( > ] M 
МЭМ 


М 
M 


. ](IK v]D 


KA L 


. N+ (K^ D 


шо юз‏ حي ها © فدح 


Ba с ها‎ в шо سر یم‎ 


(مقدمة ب.ش) م 
Фа 01,4‏ 

2, التوزیع‎ 
РИС 

التبدیل ,6 
الوضع 5,7 
ب.ش 3,9 
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البر مان 


Кә (лм) 
. ))۲۲۷ ۵ڈ ہ (ا‎ > O 


K 
LAM 


. (NAM)v (L AM) 
. (LAM)v (NA M) 
. (NAM) ۷ (LAM) 
. 0 

. K> 0 


البرهان 


А ТА -+ (ВУ O 


Сур 


18 . 
МАУС)‏ ‚ 
6ہ ھ1 . 


ھ1 
Bv C‏ 
1С‏ 
8 


. HB 
. 1D 
С 

. Calc 
. Av C 


= ہر با جر ما 


N =‏ مر > фм р F‏ ور 


ә 


عسر 


(2) 


А 
А 

А 

(مقدمة ب٤غ)‏ م 
قیاس الفصل 2,5 
الوضع 3,6 
الوضع 1,5 
الوضع 6,8 


البرھان 


. A+ (D^E) 
. СУЕ 
. Сә(Ал]р) 


مامه . 


ke 
. 1D 
. صامط‎ 
ا‎ 


.EA]C 


البرهان 


© جدق جم | . 
8 . 

. B> 0 

0 حدم ‚ 

ها . 

.B 

1С 

) ط8 . 

е 


ошо — S ہا‎ + Q N نم‎ 


= ته оң‏ 
© مم ذه سا 


ою о بہ‎ с ھ سیف‎ Q N نے‎ 


العطف 7,9 ٤6‏ .10 
ب.غ 5,10 А‏ .11 
الوضع 4,11 D‏ .12 
العطف 11,12 Алр‏ .13 
)0( 
)1( 
أرقام أرقام 
السبب البرهان الخطوط المقدمات 
>A) ё‏ 8م ماج .1 }1{ 
(مقدمة ب.ش) م LAB‏ .2 }2{ 
التبسیط,1 эм‏ .3 1{ 
التبديل ما (B+ ۸)۸ (L> М)‏ 4 }1{ 
التبسیط,4 B>A‏ .5 )۱ 
التبسيط,2 L‏ .6 }2{ 
الوضع 3,6 M‏ .7 }1,2{ 
التبديل ,2 BAL‏ .8 }2{ 
التبسيط,8 B‏ .9 }2{ 
الوضع 5,9 А‏ .10 }12{ 
العطف 7,10 MAA‏ .11 }1,2{ 
(LAB) ¬» (МАЛА) 2,11 (Аа‏ .12 }1{ 
)2( 
أرقام أرقام 
السيب البرهان الخطوط المقدمات 
(U 1. K> 101۷ ۱( ё‏ 
лм 0 е 00‏ 519 .2 )2{ 
(مقدمة ب.غ) م K‏ .3 }3{ 
الوضع 1,3 1MVL)‏ .4 (1,3) 
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دي مورغان ,4 MAIL‏ .5 }1,3{ 
:2 6ب 1 .6 }2{ 
التبسیط ,2 7.1мәс‏ }2{ 
الوضع 5,6 16 .8 }1,2,3{ 
الوضع 5,7 G‏ .9 }1,2,3{ 
к‏ 8,9 10 .10 }1,2,3{ 
ب.غ 3,10 Kk‏ .11 }12{ 


(г) 

)1( القضايا الذرية 

تفسد الروح حين يموت الجسم : K‏ 

ينبغي أن نخشى الموت L:‏ 

هناك أمل : M‏ 

الترجمة 

المقدمات 1[ 1۷ ,2ج 16[ ,راب 16 
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نلاحظ من الجدول أن الصيغ الثلاث جميعها صادقة في السطر الأول وإذن 


(3) القضايا الذرية 
М: а<с, Е: 90۰ K:a<b‏ 
الترجمة 


(Кл1)-ә м, (Кл10)Уә IM, (IK ADM, 
Me ((K AL) v 1K)) 


к || м | جہ(اہ 1( 10۸ جہ( زا مع | ۸ج رامع‎ MIMO((KAL) V IK) 





(o) 
متسقة‎ (1) 
K L M |K>(LvM)|KA IL 
T | F T T T 
غیر متسقة‎ (2) 
البرهان‎ 
мә], е 
3.1۸ لج‎ Ё 
4. لامع‎ г 
5. L 1,4 الوضع‎ 
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نفي التالي,2,5 
الوضع 3,6 
العطف 4,7 


مم 
دي مورغان ,1 
الوضع 2,4 
قياس الفصل,4,5 
الوضع 3,6 
العطف 4,7 


الفصل الثالث - 8.3 


0 


ё 

شکل البديهية Аз‏ 
الوضع 1,2 

شكل البديهية А‏ 
القياس الشرطي 3.4 


6. | M 


8. ہ٣‎ 


البرهان 
K)‏ 10۷ ۔ 

. (K> (M v N) 
M4N 

. ]NA ]K 

МУМ 

M 

N 

. NA ]N 


= ده ما = ما б‏ یم صم 


البر مان 
)— 6( ج .۱ 
(رردم)مرقجے)) (a—(B—y)—>‏ .2 
(о р)э(оэү)‏ .3 
рар)‏ .4 
В—(с—›ү)‏ .5 
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البرهان 
شكل البديهية رھ (e—(B —y)>((e—B)—(e—y)‏ .1 


جررررم)بر(قجہم) (о—(Вәү))->‏ .2 
شكل البديهية د4 ((0-10)حم)ن((قہہ)(0+0)ے))) 


=(0-ү))) 
3. цкэфәўэ@эбӊууэ(аз(фә рә 
جم)ج‎ ( š 
(e) 
(1) 
البرهان‎ 
(аә B) (Вә ү) جہ‎ )» ү) ۸, شكل البديهية‎ 
2. (ор) (Ву) ودے)) سم‎ 1, 
э(аү)) б)—›(( e—B)—5)) )جز( جم))‎ «—эү)) 
/ В), استبدال(5/۸0‎ 


الوضع 1,2 a—B)—>8)‏ )برع (Ву) a—y)—‏ .3 
لقد أوضحنا اعلاه كيفية استخدام الأشكال البديهيةء وذلك بتوضیح 
الاستبدالات وسنستمر على ذلك أدناه. 


(2) 
البرهان‎ 
(((B=>y)>( ++ )بج(‎ e—B)—8) مبرهنةر‎ 
((В—ү)—э(8—>уү))—э((о—> (б—›ү)) 1,(B—v/B), جق)‎ 
—(( ә В) > ((e—(ë—y))> ҮЛ), جة)‎ B)—> جھ)‎ 


(«эр ә استبدال )10/8 8 («ووجییم)مومم)‎ 


(Вәүә(бәүуэ(«ә(фәү)) +))6 + 1 (8/0), حق)حه)‎ 
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استبدال (7((/۵ 


الوضع 2,3 


0) 


مبر هنذر 

جر(ق مرجم )),1 
((Й->у))-—> 8)/8)‏ 
استبدال 

بدیهیةر 

3,) B>y)e), 


(а-эү)/В), 
استبدال((«/ع)‎ 


الوضع 2,4 


(4) 


(45624 


В) > ) (8 ج‎ ү))) 
4. (кэ(Вэү))—э((8—>8)—>(( a—(8—)) 


البرهان 

1. ((ф—э›ү)э( «-эү))-—э>8)—э(( جه‎ В)-—э8) 

(8 ررمي оу) Э‏ )8( .2 
جم ))جر(م[جےم В-ү)-э8))-Э(‏ ))ج 
В-эү)—>5)‏ ))ج(8ج 

3. )ہومع0))ہج(ھہےم)‎ ау) 

4. (Ву (ۃجوجم )))یرہجے‎ 
—(( В-ү)-э8)) 


5. (a—B)—((( )جرم ج رج‎ В-эү)—>8)) 


البر هان 
y)‏ — م) > زوج (B‏ ج (6 ج l. (о‏ 


2= (а-э (10 ә В) ج‎ (кэ р) ә у) ә جم‎ 1,1 + 8/8( 
استبدال‎ 


بدیهیدو 
الوضع 2,3 


(5) 


مبرهنة4 


(а-э ) ج‎ В) 
4. (По р) زوه‎ э ) у) 


البرهان 
(аә ү)‏ ج( ج L. (Пор)‏ 


2 (эру (иэ оо) جروج ).1 جه)) ج‎ 


ج ә o> (Во)‏ (م جد كن ف (k‏ ج (а‏ ج (((ه ج о)‏ 
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(3 


ауу) استبدال‎ 


(В — о) ә о) 


(к—э8)-э(((—›у)—>5)—э( В-эт)-ә5)) مبرهنةد‎ 
) 8) ج 12 ))) ج‎ а) ә о) = (В =» 3,(о/о), (ay), 


استبدال )0/8( 


а) جہ‎ o) 


الوضمع 2,4 ((مج زوه ))مہ(م-د( موا )))جہم) 


شكل البديهية ,رھ 
استبدال Поло)‏ ,1 
تعریفر 2 


شکل البديهيةيم 
استبدال о/а)‏ ,1 
تعريف, ,2 


Азмы شكل‎ 
1, (uo) (B) استبدال‎ 
2,1-0 5 


البرهان 
(aq Vo)— >»‏ 
la‏ جہ (hv То)‏ 


(а — lo) > la 


البرهان 
(a ۷ p)‏ جام 
УВ)‏ ) +¬ 6 
(а — B)‏ جم 


البرهان 
(аур) — (B V o)‏ 
(la v 16) — (B v 1o)‏ 
(B — lo)‏ — (8| ج (к‏ 
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bos =‏ میں 


(4) 


شکل البديهية,۸ 
(uo)‏ ,1 
استبدال (18/8) 
تعریف, ,2 


(5) 


شکل البديهيةيم 
استبدال о/о)‏ ,1 
تعریفر ,2 


(>) 


البرهان 
(a V (B V 4)) > (B У(«УҮү))‏ 
(la ۷ (B Vy) > (B У (la V y)‏ 


(а ج‎ (B — ү) > (В > (@  Ү)) 


البرهان 
(B — ү) (о УВ) ә ) V y)‏ 


7 
2. 


3. 


2. (рәү ج‎ ((a V 0) > (h v y) 
3. 


(В روج‎ > (о ج‎ В) — (а — ү)) 


أولا: برهان استقلال شكل البديهية А‏ عن يذ As3‏ وبھ 


البرهان 


لتكن }0,1,2{ M=‏ ء ولتكن القيمة الممتازة هي : 0. 


سنعرف الرمزین [ و۷ حسب الجدولين التاليين : 
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سنکتب الآن الأشكال البديهية الأربعة للنسق R‏ باستخدام الرمزین الأوليين | 


ولا وحسب تعريف الرمز ج- التالي : 


а 0 < تم‎ 8 

۸, شکل البديهية‎ (1) 
|)» ۷ o) Мо تصبح‎ (e V a) эа 

)2( شكل البديهية Аз‏ 

12۷ ) V В) تصبح‎ B ج‎ ) У р) 
Аз شكل البديهية‎ (3) 
1)۷ 8) V )۵۷ а) تصبح‎ (a У В) > (ВУ (ه‎ 
شكل البديهية م۸‎ (4) 


ү) > (e V В) — ) V ۷(‏ ج (В‏ تصبح 
V p V (Дур) V (a V y)‏ ۱)۶ 
جداول صدق هذه الأشكال البديهية حسب جدولي [ و۷ السابقين تكون كما 
يلي أدناه مستخدمين الطريقة الثانية لبناء جداول الصدق المعطاة في الفصل 
الثاني. سنستخدم حالات من «Аз «Ау‏ وش ‚Аз‏ 
)1( شکل البديهية ,۸ 






کت 
эгер үк‏ 
ПНИН‏ 
КЕЛЕА А ЕЛЕ‏ 
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)4( شكل البديهية ب۸ 





)3( شكل البديهية Аз‏ 





)2( شكل البديهية Аз‏ 


توجد 
إلى قو 


القيمة 





في الأشكال البد 


نلاحظ من جداول الأشكال الب 
اعد اشتقاق 


يهية : الثانية 
2 بالإضافة إلى 
д‏ 


القيمة 
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الاربعة أن 


القيمة 





0. وأخيرا نبرهن انتقال 


\ 
\ 





. الرمز ج جدوله كما هو موضح أدناه. 





والثالثة والرابعة ولا تتوفر في الأولى 





— 


> 


الممتازة 


زة تتوفر 








"|° 
ЕЕЕ‏ ا ا( ]هه لاله |- ]ده[ 
داح ]| | | |س سا || ]ده[ 





الہ اہ اہ اہ ]هه ]هه [- ده ده 
SISSIES‏ 
كاله له ЫШЫ‏ ھا اه نا ЕЕ ЕЕЕ ШЫ‏ 
Ыш‏ له له نها ها S‏ ها mis ЫЫ ш‏ سا E= S=‏ 
271-61616056-7 


۱0۱21012101 2 








EE 
9ئ‎ 
نلاحظ من الجدول انتقال القيمة الممتازة لقاعدة الوضم» حيث أن السطر‎ 
0 تمتلك القيمة‎ L. واج القيمة 0 فان‎ K الوحيد (الأول) الذي تمتلك فيه‎ 
أيضا. وهكذا فإذا توفر 0 في أية صيغ فإن 0 يتوفر أيضا في الصيغة‎ 
المشتقة منها بواسطة قاعدة الوضع. أي أن الأشكال البديهية الثانية والثالثة‎ 
والرابعة لا يمكن أن يشتق منها إلا صيغا يتوفر فيها القيمة الممتازة» أي لا‎ 
تمتلك إلا القيمة 0 فقط. وهكذا فلا يمكن اشتقاق شكل البديهية الأولى منها‎ 
لأنها تمتلك القيمة 2 بالاضافة إلى القيمة 0ء أي أن شكل البديهية الأولى‎ 

ثانيا: برهان استقلال شكل البديهية Аз‏ 
لتكن )0,1,2( M=‏ ولتكن القيمة الممتازة هي : 0. 
سنعرف الرمزين | و۷ حسب الجدولين التاليين : 
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بعد إنشاء جداول الأشكال البديهية (والذي نعتبره تفصیلا نتركه للقارئ) يتبين 
أن الأشكال البديهية: الأولى والثالثة والرابعة تمتلك القيمة 0 ,1 فقط أما 
الثانية فإنها تمتلك القيمة 2 أیضا وإذن فهي مستقلة. 


ثالثا: برهان استقلال شكل البديهية Аз‏ 

سنبرهن استقلال البديهية الثالثة وذلك باستخدام مجموعة من أربعة 
عناصر هي 0 ,1 ,2 ,3 ونعرف الرمزيين الأوليين آء ۷ حسب الجدولين 
التاليين: 





بعد إنشاء جداول الأشكال البديهية يتبين أن : الأولى و الثانية والرابعة تملك 
القيمة 0 فقطء أما شكل البديهية الثالثة فتمتلك القيمة 3 بالإضافة إلى القيمة 0 
وإذن فهي مستقلة. 
رابعا: برهان استقلال شكل البديهية Аз‏ 

لتكن }0,1,2{ М=‏ ء ولتكن القيمة الممتازة هي : 0. 


سنعرف الرمزين | Уз‏ حسب الجدولين التاليين : 


E 0286 


300 





بعد إنشاء جداول الأشكال البديهية يتبين أن : الأولى والثانیة والثالثة 
تمتلك القيمة 0 فقطء أما الرابعة فتمتلك القيمة 2 بالإضافة إلى القيمة 0 وإذن 
فهي مستقلة. 
لقد برهنا أن كل من الأشكال البديهية الأربعة لنسق رسل تكون مستقلة 
وبالتالي نكون قد برهنا استقلال مجموعة الأشكال البديهية لنسق رسل. 


)3( 
)1( 
البرهان 

1. а + В г 

2. (о ә ابو‎ Аү)>1(ү Ло) А; 

3. (аә В) ә ПВЛ Ao) 2,19 

4. ]@A]9Ə 1(1үло) 1,3 الوضع‎ 

5. برجم‎ 1)1۸ 0( ааа 

6. В ү 7 

7. 1)17 ۸ o) 5,6 الوضع‎ 
(2) 

البر هان 
بدیهیةر аә (ала)‏ 
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(ал В) > а بدیهیةر‎ 
(ала) эа 2, )0/8( استبدال‎ 
1Лоло) 1,3 (4 не 
(3) 
البرهان‎ 
(бело) 23А مبر‎ 
1)1 مه[‎ То) 1.) Толо) استبدال‎ 
Поа 4505985 
المبر هنةو هي إحدى صيغ النفي المضاعف.‎ 
(4) 
البرهان‎ 
lla e مبرهنةو‎ 
116-6 ۱,) В/о) استبدال‎ 
) جرم ج‎ П ۸۰( ج‎ 1)۷ Ao) بدیهیةو‎ 
(1в— استبدال (3:)118/0 ۰ (10۸118 +-(1)6۸۸) ج(م‎ 
1)6 ۸( үл 11р) 2,4 الوضع‎ 
1)6 лү) (у> ۱0 5, تعریف,‎ 
(5) 
البر هان‎ 
ТФА ү) (у 18) مبرهنةي‎ 
1)1“ ۸ о) > («ә 11о) 1,0 1» /B), (о/у) استبدال‎ 
1)10۸ о) مبر هنةر‎ 
(а =» ] 1) 2,3 الوضع‎ 


المبر هنةو هي الصيغة الثانية للنفي المضاعف. 
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yu ایت‎ p yu رت‎ ск 


وط موا و 


البر هان 
مبر (y> 18) дА‏ 106۸ 
استبدال То) ә Па 16) 1, Тол)‏ 1)6۸ 
تعریف, ,2 )10 (В эа) ә )!١‏ 


8 


1( برهان استقلال شكل البديهية ,۸ 


لتكن }0,1,2{ М=‏ ء ولتكن القيمة الممتازة هي : 0. ولتأخذ الصيغ قيم 





2) برهان استقلال شكل البديهية А;‏ 
لتكن }0,1,2{ N=‏ » ولتكن القيمة الممتازة هي : 0. ولتأخذ الصيغ гй‏ 
صدقها حسب الجدولين التاليين : 


KAK ٣ 





303 





3( برهان استقلال شكل البديهية As‏ | | 
| لتكن }0,1,2{ М=‏ ء ولتكن القيمة الممتازة هي : 0. ولتأخذ الصيغ قيم 





4( برهان استقلال شكل البديهية Ал‏ 
لتكن (0,1,2,3 ) М=‏ ولتكن القيمة الممتازة هي : 0. ولتأخذ الصیغ 
قيم صدقها حسب الجدولين التاليين : 
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الفصل الرابع - 10.4 
() )1( 
المحمو لات 
x‏ طالب : »× ٠‏ × يتقدم إلى الامتحان : ,1 
جميع × ء إذا کان × طالب فان × يتقدم إلى الامتحان 
الترجمة 

(У,) (К, > L.) 
(2)المحمو لات‎ 

لاحي: یگ[ › نبات: :ہا ء Му: мех‏ 

)3,( (K, AL.) AG) (Lx A М,) الترجمة‎ 
(3)المحمولات؛‎ 

×معدن Kx:‏ ۰ شین : 1,۶ 
ليس جمیم ‏ ء إذا كان × معدن فان X‏ ثمين 
الترجمة 

](Vx) (Кх > Lx) 
(4)المحمو لات‎ 

× طالب К:‏ ء > أكبر سنا من لإ : ہا 
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الحدود зај‏ :مه » سالم : 9 
لذا كان بعض X‏ ۰ × طالب و× أكبر سنا من أحمد فان أحمد أكبر سنا من 
سالم 
الترجمة 
وناب (K, л L.)‏ ),3( 
(5)المحمولات؛ 
× طفل Ку:‏ < × يذهب إلى مدرسته : ب ء × يرافق x «Мусу‏ 
Мугуз,‏ 
كل × ء إذا كان × طفل و× يذهب إلى المدرسة فإنه يوجد ۷ ۰ 
× يرافق ууу‏ أحد والدي х‏ 
الترجمة 
(Vx) (К, ^ Lx) — )3,( (М,, ۸ Му))‏ 
(6)المحمولات» 
× طببيب : x ¿ K,‏ أكبر سنا من ۷ : L,y‏ + × مریض Му:‏ 
كل × ء إذا كان × طبيب Xs‏ أكبر سنا من у‏ فإنه یوجد ç y‏ 
لا مريض و أكبر سنا من y‏ 
الترجمة؛ 


(Vx) (K, ^ Lxa) > ضع‎ (М, A L,y)) 
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“У (7)المحمو‎ 

× بقرة : с Ку,‏ ثدیي : تا 
جميع × ٠‏ إذا كان × بقرة فان × نديي 
الترجمةء 


(VO (K, > L.) 


(8)المحمولات» × طالب : »كا + × یحتاج إلى الراحة : ,را 


ليس جميع ٠ X‏ إذا كان × طالب فان x‏ یحتاج إلى الراحة 
الترجمةء 
(К, L‏ 10۳0 
(9)المحمولات» сых‏ :»× ء × سام : پا 
بعض X‏ < × نبات و × ليس سام 
الترجمةء 
(K, ^ TL)‏ )3( 
(10)المحمولات» 
x‏ طالب ؛ K,‏ ء × يفضل y‏ : ہا 
الحدود» المنطق : 8 ۰ التاريخ : 5 
الترجمة» 


)3,( (K, ^ (سا‎ ^ )3,( (Ky A Lya)) 
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(1 1)المحمولات؛ 
x‏ طالب : K,‏ ؛ ‏ أكبر سن من ۷ Ly:‏ 
الحدودء كريم : 2 ۰ فائزة : تا 
کل x‏ إذا كان × طالب x‏ أكبر سنا من كريم فان × أكبر سنا من فائزة 
الترجمة 
(Vx) (К, л Lxa) > Lab)‏ 
(12)المحمو لات 
x‏ أطول من ٠ K,y: y‏ × شخص : L,‏ 
جميع × ء اذا کان × شخص فان ليس أطول من × 
الترجمة: 
(V) (K, > 1к„)‏ 
(13)المحولات» 
x‏ طالب : K,‏ ء × يحترم ۷ : Ly‏ » × أستاذ M,:‏ 
كل × ۰ إذا كان × طالب وكل لا ۰ إذا كان у‏ أستاذ فان × يحترم су‏ 
فان × يحترم ×. 
لترجمةه 
(У,) (K, ^ Уу) (Му 1.) — Lo)‏ 
(14)المحمو ¿Y‏ 
×صدیق ۷ : K,‏ ء × فوضوي :ہا 


а: лі الحدودء‎ 
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بعض X‏ ۰ × صديق 8 و× فوضوي 
الترجمة 
(Кл Ц)‏ ),3( 
(15)المحمولات؛ 
× طالب  » K,:‏ أكبر سنا من ۷ : پا 
الحدودء أحمد а:‏ ۰ علي : تا 
إذا کان بعض ‏ أكبر سنا من أحمد فان =¿ y‏ إذا کان y‏ طالب فان y‏ 
الترجمة» 
(у) (K,— Ley)‏ >= سا 3( 
(16)المحمو لات» 
× يحب K, : y‏ الحدود؛ سالم а:‏ 
الترجمة 
(Vx) Kax‏ 
(17)المحمو لات 
× يحب ل : ہکا 
الترجمة؛ 
(V) Kxx‏ 
(18)المحمولات» 


К,у:у يحب‎ × 
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الترجمةء 
К,‏ )3( 
(19)المحمو لات 
X‏ يحب Куу: y‏ الحدودء سالم а:‏ 
التث аъ‏ 
Kaa > (3x) К‏ 
(20)المحمو لات 
X‏ يحب ۷ K,y:‏ 
الترجمةء (У,) ТК,‏ ج 1K‏ 
(21)الترجمة( (а) (х = 5 × y‏ (,3) 
(22)لترجمة (У,) )3,( (х+у=0)‏ 


(ب) 
(1)إذا كان باسم يحل مسألة في امتحان فان أحمد يحل Май‏ مسألة في 
امتحان. 


(2)يوجد رجل يحل نفس المسألة في كل امتحان. 
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(©) 


(Vy) (G; ((M,, A Куу) =» (М, ^ Snbx))) (2) 
Ку) چر‎ (M. ^ 5льх)) 


A Snbx) 


М» A Snbx 


)د( دوگ Ми‏ 
)1( 

(3,) (M,, ^ Rax л Lay) (2) 
(v) (8) My > Ly) 08) 


(VO Rux ^ (My v Lay) (1 


O, = (M,, Kı, Li, №) (1) (—) 


(أ)صادقة 


(ب)كاذبة 


= {ат} 


М; = {а} 
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)3, ((M,y A 


(M,; A К) ی‎ 


M,y ^ K, 


№ 
Е 


Lı 
1 


)5( 
(4) 
(3) 


(2) 


(D 


Mı 
Kı ۳ М 
а т T T 


Kı 





bi) (2) 
Kı, Ш, а, 
Ог = (Mı, 


(أ)صادقة 
Mı = ) а, bı} шыш‏ 
باب К;‏ 
м ) а, Ы)‏ 
Kı‏ 
al F‏ 


8 , 9 9 )( 
( l N 

1 

О, M Kı L 1 O 3( 


(أ)صادقة 
Mı = (aj‏ 


Mı = {а} 


F 
81 


М, а) (0 
О; = (Mı, Kı, Lı, А 


Mı = {а} 
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а 


Lı 


Kı 


Kı 


(ب)كاذبة 


= (My, Ro) (5) 
(/أصادقة‎ 


Ri y: X Sy‏ , 18 - ,84 (حيث R‏ هي مجموعة الأعداد الحقيقية). 


(ب)كاذبة 
М; = {a} Е‏ 


O, = (My, Kı, Lı, а) Ñx | 


М; = {а} Е. 


= (Mı, Kı, Lı, ал) (2) 


Kı Lı 
21 F T 


Mi = [aj 


Mi= {ау} 
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O, = (Mı, Lı, а, bi) (3) 





Mı = { а, bı} 
0 = (Mı, Kı, Lı,fı) (4) 
Mı = ) aı, bı} 
K, Lı 
81 T Т 
b, T F 
5.5 — الفصل الخامس‎ 
۱ 0 
а: الحدود. احمد‎ L. : فيلسوف‎ × ٠ Ку: المحمو لات» × منطقي‎ (1) 
الترجمة»‎ 
(V) (K, > LJ, IL, المقدمات‎ 
1K, النتيجة‎ 
البرهان‎ 
1. (VƏ لماجي‎ е 
2. مآ‎ ё 
3 куэ 1, (ах) تخ ك‎ 
4 IK. 2,3 نفي التالي‎ 
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(3)المحمولات» 


× حيوان ذو ريش : K,‏ + × ينمو في الماء : L,‏ ء × يعيش في البحر Му:‏ 


الترجمة 
المقدمات (V) (K, >L), )3,( (L, ^ MO)‏ 
النتيجة (M, A] K.)‏ )3( 
البرهان 
l. (v) (К —]L2 ۳‏ 
(з) (1, лМ,) А‏ 2 
تخ ك (ах)‏ ,1 مجم 3 
تم.و L,AM, 3, (ах)‏ .4 
نفي التالي 3,4 ]K,‏ .5 
العطف 4,5 M,A |K,‏ .6 
تم.و,6 و آہ۸م و3) -7 


» M, : فیلسوف‎ × » L, : كيميائي‎ x » K, : فيزيائي‎ x (4)المحمو لات‎ 
а: ء الحدود أحمد‎ M,y : y يفضيل‎ x 

الترجمة: 

المقدمات 


(У,) ((K, — (Уу) (Ly — ,((مط‎ (¥) (К, > )۷,( (My 1%,)), Ka 
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(V) (M, — 1K, النتيجةء‎ 


البرهان 
l. (Və (K, — (v) (L, — №) е‏ 
(VO (К, ә (VO (Му IN) e‏ .2 
م к,‏ .3 
تخ ك а Ka > (VƏ (L, > Nay) 1, (ах)‏ 
تخ ك K,— (Vo (M, — Nay) 2, ( ах)‏ .5 
الوضع 3,4 )№ > б. (v) (L,‏ 
تخ ك Ly— Ny 6, (у/у)‏ * 
الوضع 3,5 (vj) (M, > Nay)‏ .8 
تخ ك (у/у)‏ ,8 رل( [ ج M,‏ .9 
عکس النقیض ,9 N, — IM,‏ .10 
القیاس الشرطي 7,10 П. L,> IM,‏ 
عکس النقیض ,11 ,1 .12 
ت.ك ,12 (v (М, >» TL‏ .13 
(5)المحمو لات 
× رواية : ہگاء x‏ حديثة : x » L,‏ ممتع : x › M,‏ سخيف :№« 
× رائع : О,‏ 
الترجمة 


(VO (Mx 1), (3) (К, ^ ہل‎ O), (¥) (О, > MJ) المقدمات‎ 
(3,) (Kx A L, A] N,) النتيجة‎ 
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ё 
ё 

ё 

تخ ك ax)‏ ( ,1 
تخ ك а/х)‏ ( ,2 
تخ ك (ах)‏ ,3 
التبسيط ,4 
الوضع 5,7 
الوضع 6,8 
العطف 4,9 
تك.و ,10 


(6) 


е 
م‎ 

مم 

(مقدمة ب.ش) م 

2, (уу) ( х/х) تخ ك‎ 

الوضع 4,5 

3, (м/у) (шх) تخ ك‎ 

تك.ك ,7 

8, (y/u) (x/v) ( z/z) تخ ك‎ 
4, 6,9 الوضع‎ 

ب.ش 4,10 

(3) تك.ك 11 


البرهان 
O")‏ ہہا ^ (K,‏ 3( 
(V) (О, > M)‏ 
(M, > ÎN»‏ )№( 
O,‏ ہما ^ Kı‏ 
о.э M,‏ 
M, > IN,‏ 
O,‏ 
М,‏ 
ا 
IN,‏ ۸1۸ 1 
(K, AL,A IN”)‏ ),3( 


البر هان 
(v) R.‏ 
(У) (Vy) (Rxy > Ry»)‏ 
(Vx) (Vy) (Vz) ((Rxy ^ Ry) — К)‏ 
Ruy ^ Rxz‏ 
Ry‏ جح R,‏ 
Ry,‏ 
(Vz) (Кә ^ R, ) > Ruz)‏ 
(Vu) (Vv) (Vz ) (Ru, ^К„)-> Ruz)‏ 
(Ry AR,;) (Ку)‏ 
Ryz‏ 
(Ruy AR,;) (Ку)‏ 
(Vx) (Vy) (V, ) (К. A R,)> Ry)‏ 
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I ыз: бе. дк ШЫ» Чой. Б» سے‎ 


зк ON A Же ОЗ КО ка‏ 9ص 


ےر ہم 
о‏ سم 


اک مت سم 
N ED‏ 


(ب) (1) 

المحمولات» X‏ طبيب : K,‏ < ۲ کفء :×1 , الحدود أحمد Е:‏ 
الترجمة: 

. (VO (K, >L) L, المقدمات‎ 

K, النتيجة‎ 

سنحاول البرهان على خطأ الحجة باستخدام المثال المضاد. 

لیکن t‏ هو قيمة المتغير الذي نحاول برهان خطأ الحجة من أجله؛ وهكذا 
تكون : المقدمات ,ا1 ,)ا ج Ki‏ . النتیجة K,‏ 

الآن یمکننا أن نستعيض عن القضية ,16 بالرمز M‏ وعن القضية با NJ‏ 
وهكذا نستطيع إعادة كتابة صورة الحجة كما يلي : 

М النتيجة‎ . M—ƏN,N المقدمات‎ 

لاعطاء مثال مضادہ نأخذ النتيجة كاذبةء إذن يجب أن تكون М‏ كاذبة. حتى 
تكون المقدمة الأولى صادقة. وبما أن М‏ كاذبة» فيمكن أن تكون N‏ صادقة 
أو كاذية. حتى تكون المقدمة الثانية صادقة يجب أن تكون N‏ صادقة. إذن» 
ینجح المثال المضاد والحجة خاطئة. 

السطر المطلوب 


К; і K,—Li 
F F T 
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М, : ثدي‎ × » L, : كبيرة‎ x ء‎ K, : هرة‎ X (2)المحمولات»‎ 

الترجمة» 

(V) (К, > ,(ہا‎ )3,( (М, ^ L,) المقدمات‎ 

(у) (К, + 1М,) Аа) 

لیکن × : t‏ . إذن تكون صور الحجة كما يلي : 

Ки Lı , Мил ца المقدمات‎ 

Ku > 1 Mu النتيجة‎ 

المثال المضاد : ناخذ النتيجة كاذبة» إذن يجب أن تكون Ки‏ صادقة Mus‏ [ 
كاذبة Ми‏ صادقة. حتى تكون المقدمة الثانية صادقة فيجب أن تكون Ми‏ 
صادقة Lu s‏ صادقة. حتى تكون المقدمة الأولى صادقة وبما أن Ku‏ صادقة 


فيجب أن تكون ہآ صادقة. إذن ينجح المثال المضاد والحجة خاطئة. 


Ku | Liu м Ki 3 Lı 
T | T T 1 


السطر المطلوب 
Ка >] M ti‏ 
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(e) 
(1) 


5 
А 

(مقدمة ب.ش) م 
تخ ك (ах)‏ ,1 
الوضع 3,4 

تخ ك (ах)‏ ,2 
العطف 3,5 
الوضع 6,7 
العطف 3,8 
تك.ك ,و 


البرهان 
(Vx) (R, > Sx)‏ 
(У,) (К, ^ Sx ) — T.)‏ 
R,‏ 
К, > Sa‏ 
S,‏ 
л Sa) = T,)‏ ) 
R.A Sa‏ 
T,‏ 
К, Т,‏ 
(V,(R, > Т,)‏ 


)2( استخدام طريقة البرهان الشرطي والحل йл‏ إلى (1). 


(3) 


5 
8 

تخ ك (ах)‏ ,۱ 
تخ ك (ах)‏ ,2 
نفي التالي 3,4 
العطف 4,5 
تك۔و ,6 


البر هان 
(V) (L, >]M,)‏ 
(Nx, ^ Mx)‏ ),3( 
L, > |M,‏ 
N, A M,‏ 
]L,‏ 
N, л 1 L.‏ 
IL)‏ ہ.,3,(01) 
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о وو‎ s هر‎ їз & کی‎ Кә کی‎ 


Es‏ فص اب یں Ыт‏ و ا 


= 
° 


е 
е 
م‎ 
(مقدمة ب.ش) م‎ 
۱. (ах) تخ ك‎ 
4,5 نفي التالي‎ 
6, دي مورغان‎ 

تخ كك а/х)‏ ( ,2 
تخ ك (ах)‏ ,3 
قياس الفصل 4,7 
الوضع 4,9 

قياس الفصل 10,11 
العطف 4,12 
الوضع 8,13 
ب.ش 4,14 

تك.ك ,15 


ё 


البرهان 
(VƏ ( K, ^M, >10»‏ 
(V) (Кл) > N.)‏ 
(V) (K, > (L, v 1М,))‏ 
K.A O,‏ 
(K, A]M, )— ]O,‏ 
(K^ IM»)‏ 
Kav М,‏ 1 
№ ب (K.A Lı)‏ 
(L. v 1М,)‏ + وک 
M,‏ 
Lav 1 М,‏ 
L,‏ 
ہا K.A‏ 
Na‏ 
(K,A О) > Na‏ 
(V) ((Kx ^ О) ә N.)‏ 


البرهان 
(Vx) (Vy) (Rxy — Ry)‏ 


(Vx) (Vy) (Vz) ((Rxy A Ry) => К) ё 


(مقدمة ب.ش) م 


2, (у/у) ) х/х) تخ ك‎ 


R,, 


К,у ә Ку 


کا وا ہے ھی ا دلاوو I E‏ 


ہے مقار وی ای 


0-7 
5 = بو سا حرام 5 


Ryx 3,4 الوضع‎ 
(Кул Ку) ә ما‎ 1, (х/х)( угу) (x/z) تخ ك‎ 
Куул Ку 3,5 العطف‎ 
R< 6,7 الوضع‎ 
R, — ب.ش 3,8 سا‎ 
(Ух) (Уу) (Ry ә Rx) 9, تك.ك‎ (2) 
(6) 

البرهان 
(Ух) (К, > (Уу) ((Ly A М) > К) e‏ 
(Ух) (M, — L) n‏ 
A Lm г‏ ہگ 
(vx) (К, > Run) °‏ 
تخ ك K, > (Vy) ((Ly ^ Му) > Ray) 1, ) пх)‏ 
الوضع 3,5 (Vy) ((Ly ^ Му) — Ray)‏ 
تخ ك (Lm ^ Mn) — Кат 6, ( т/у)‏ 
تخ ك Mm — Lm 2, (пх)‏ 
تخ ك (тух)‏ ,4 ,16 + مک 
الوضم 3,9 م18 
نفي التالي 7,10 Ла ^ М»)‏ 
دي مورغان ,11 Том Mm‏ 
قياس الفصل 3,12 1 


)7( تطبیق تخ ك (а/х)‏ على المقدمتین ثم نستخدم قاعدة الوضع مرتین. 
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جیا تھا سا کی تا Оу.‏ وج 700 !№ 


оо اهم‎ > 


ө‏ م م سا 


(3 


(1) 
: إذن تكون صورة الحجة كما يلي‎ ۰1, : x لیکن‎ 
المقدمات»‎ 
о : Кап: Ма э Ма, аз: IL > IN u 
النتيجة‎ 
B:Mu— Ku 


صورة الحجة خاطئة. 


السطر المطلوب 
Ku Lit Ми Nu 0 02 a3 В‏ 
Е T T T T T T F‏ 
0 


tı‏ . إذن تكون صورة الحجة خاطئة والسطر المطلوب. 
Ми к ЫП‏ 
T‏ 
9 ¢ يجن ؛ н ç Os‏ هي аы‏ ا9 йш геа‏ النتيجة على 
الترتيب. 
)3( 
لیکن x‏ : ہا . إذن تكون صورة الحجة خاطئة والسطر المطلوب. 


Mu Kt ہا‎ о 02 В 
T T F 1 T F 
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(4) 


لیکن × : را . صورة الحجة خاطئة والسطر المطلوب. 


(5) 


02 В 
T F 


о 
Т 


Ми 1 Lu 
F т Е 


لیکن x‏ : ر . صورة الحجة خاطئة والسطر المطلوب. 


02 В 
T F 


Ки Mu Lu о 


т 


Е T T 


(6) ليكن × : ti‏ صورة الحجة خاطئة والسطر المطلوب. 


(ه) (1) 


02 В 
T F 


تخ ك L (w)‏ 
الهوية 2,3 
الوضع 4,5 


0 


т 


Ku Lu Mu 


T T F 
البرهان‎ 
(Ух) (Kx 2L) 
K, 
а= п 
Кә 
Kn 


34 


ы Мә j‏ و مب هو 
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البرهان 
Ka‏ 
L,‏ 
a=b‏ 
(Vx) (L => M.)‏ 
مآ 
М,‏ حمآ 
М,‏ 
Kn ^ М‏ 
(Эх) (Kx ^ M.)‏ 


البرهان 
(Vx) L, > 1М,)‏ 
Mm‏ 
т=п’‏ 
Mn‏ 
ә ۷۸۰‏ ما 
11 


البرهان 

(Vx) ((Kx л 15) = M.) 
К. 
ы 


ӨК Кә е‏ کی می میں :151 مو کا 


га‏ ریو اما کا وما ان 


تخ ك (лк)‏ ,1 
الهوية 2,4 
العطف 3,7 
الوضع 6,8 
نفي الهوية 5,9 


(1) 


`> Уу بد‎ 


تخ ك ах)‏ ( ,1 
تخ ك ах)‏ ( ,2 
الوضع 3,4 
الوضع 3,5 
العطف 6,7 


n=m 

1۳0 

(K, AL.) > М, 
K, 

Kn ^ L. 

Mn 


0 ۶ 1 


البر هان 
(Vx) (K, > L, )‏ 
(vx) (K, —]LƏ‏ 
K,‏ 
K, — L.‏ 
ما к.‏ 
L.‏ 
مآ 
A ]L,‏ مآ 


> موہ = واف 


е мр мы =‏ = مم 


القیاس الشرطي 4,6,7 
تك.ك ,8 
العطف 3,9 


г 
г 

° 

ё 

2, (b/y)( алх) تخ ك‎ 

الوضع 3,5 

1, (ых) (а/у) (6/2) تخ ك‎ 


الوضع 3,6,7 
العطف 4,8 


البرهان 
(Vx) (K, > (Lv A M.))‏ 
(Vx) (М, >]M.)‏ 
(7x) (K, 1)‏ 
К, > (LvA MO‏ 
N, >]M,‏ 
M. >] №‏ 
(L.A Му) э M,‏ 
K, >] Му‏ 
(Vx) ) K, > ÎN,‏ 


(мх) (К, جہ‎ ÎN ^ (vx) (К, + ÎN 


البرهان 


(Ух) (Уу) (Vz) ((Rxy ^ Ry) ә К) 


(Vx) (Vy) ((R.y — Кул) 
Ra 

Тв 

Rab — Кы 

Кы 

(Roa A Rab) — Rob 

Rob 

Rs ^ Î Res 


N =‏ 5 الجر =a ес м‏ مو 


2 صا ھا رف е о‏ 


© 


А 
۲ 
5 
ы 
š 


تخ ك (ах)‏ ,3 
الوضع 1,6 

تخ ك (bx)‏ ,4 
الوضع 2,8 
الهوية 5,9 
العطف 7,10 


الفصل السادس – 3.6 


)1( 
ë‏ 
تعمیم ,1 
نظرية الاستنتاج 1,2 
А$‏ 


حق 3,4 
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البرهان 
Ка‏ 
Lb‏ 
(Vx) (K, > M.)‏ 
(ух) (L, > 1M,‏ 
a=b‏ 
K, > M,‏ 
M.‏ 
Lp > [Ms‏ 
1мь‏ 
1м,‏ 
М, л 1 M,‏ 


البرهان 
l а‏ 
(Ух) а‏ .2 
а ә (Ух) а‏ .3 
(Vx) ә а‏ .4 


5. (Vx) uz <+ a 


BR‏ كو وا ید یا تھے 5ك 


_ — 
1 


)2( البرهان 


المبر هنة السابقة (ух) а <> la‏ .1 
حق ,ا »|| + lv) Та‏ .2 
تعریف 2,4 11а‏ +< (دت .3 
حق ,3 a‏ جهن (gx)‏ .4 






البرهان 
(ух) о (x)‏ ].1 
60 »2.1 
з.] (Эх) e (х) Е‏ 
نظرية الاستنتاج 1,3 (Ух) a. (х) — (3x) a (х)‏ 
الفصل السابع — 6.7 
)( 
)1( 


ننشئ شجرة نفي الصيغة وشجرة الصيغة المعطاة 
شجرة الصيغة (K A ]K))‏ ج )1| 
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۱ м Т1 (K A ]K) 
2(۶ L>Ə(KAlK) 


3 1L KA ]K 
4 K 
5 1K 
6 х 


شجر 5 نفي الصيغة المعطاة مفتوحة. الفرع الأيسر مفتوح وهذا يبين أن 
(Кл 1К))‏ ج Па‏ تكون صادقة إذا كان ,| كاذبا وإذن فالصيغة 
(K ^ 1 K)‏ ج (L‏ [ ليست تكرارية. لقد طبقنا القاعدة ТЇ‏ عن الخط الأول 
فحصلنا على الخطأ الثاني. وطبقنا القاعدة ج على الثاني فحصلنا على 
الثالث. وطبقنا القاعدة .م على الخط الثالث فحصلنا على الرابع والخامس. 
شجرة الصيغة Лэ (К A ]K))‏ 


Т (кл ТЮ) 
Ë А 
مفتوحة أن‎ АА شجرة‎ 
1 6۸1 و ی و‎ сс 
кч وإذن فالصيغة عارضة.‎ 
lk Тк 
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(3) (2) 
ب‎ ](K ə (кәк) 
Z(KK—ƏK)—(LA IL) 
K ای‎ K 
JA(KƏ ]K 
ZK > М.л ا‎ 
K 1. 
11 11 1к ۴ Пк 
x x x x x 
الصيغة تكرارية. الصيغة متناقضة.‎ 
(4) 
1) 1(K >L) e](KA 11) 
2 VK>L “(кә 1 
3) “екл 1 Л(к ^1) 
4) KA]L 
5) K K 
6) ۳ ]L 
7) 11 L 11 IL 
8) x x x x 
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1) 


3) 
4) 


5) 


لقد طبقنا القاعدة جه | على الخط الأول فحصلنا على الخطين الثاني والثالث. 
وطبقنا القاعدة + | على الخط الثاني (الفرع الأيمن) فحصلنا على الخطين 
الخامس والسادس (الفرع الأيمن). وطبقنا القاعدة | | على الخط الثالث 
(الفرع الأيسر) فحصلنا على الخط الرابع. طبقنا القاعدة .م | على الخط 
الثالث (الفرع الأيمن) فحصلنا على الخط السابع (الفرع الأيمن) وأخيرا طبقنا 
القاعدة ә‏ على الخط الثاني (الفرع الأيسر) فحصلنا على الخط السابع 
р АЙ)‏ الأيسر). الشجرة مغلقة وإذن الصيغة المعطاة تكرارية. 


٦)۴ دنا‎ мМ) ¬ ) > L) > (K м)))(5) 


1) ۷ кә(әмМ) 

2) 7” درا ع)‎ (K > M) 

3) Кә, 

4) Ук > M) 

5) K 

6) 1м 

7) "р الصيغة تكرارية.‎ 
8) х 

9) 1к L—>M 

10) x و‎ 
п) 1, M 
12) x x 
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v ١۸۴ L (1) 
2) v лм) ] K) 
3) v ]LAM 
4) Тк 
5) ۴ 
1L 
ñ кч 
7) TK L 
8) x x 


الصیغتان غير متسقتين إذ أن الشجرة المنتهية مغلقة» أي أنه لا توجد إمكانية 
لجعل الصيغتين صادقتين في نفس الوقت. 


(2) 

n (LAM) جہ‎ 
2 ](K v L) 
> 11 
4) 11, 
5۱ ۴ 
б) 1٦١۸۷۸ TK 

x 
7 111 1м 
8\ x 
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والصیغتان متسقتان وذلك أن الشجرة المنتهية مفتوحة لوجود فرع مفتوح 
وهذا يعني وجود إمكانية جعل الصيغتين صادقتين في نفس الوقت. 


3 
1) K>L 6 
2) M >L 
3) ](K > M) 
4) K 
5) 1м 
6) 1к 3 
1 
7) 1м L 
الشجرة مفتوحة وإذن الصيغ متسقة.‎ 
5 
1) ¥ Kel (5) 
2) v ٦٦ ہے ل0‎ ۸) 
3) Y КӨМ 
4 K 1к 
5) Ë 11; 
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لقد أغلق فرع واحد من الشجرة لوجود 1[ وکا عليه وبقيت الفروع الأخرى 
مفتوحة. هكذا فالشجرة مفتوحة وتوجد على الأقل إمكانية واحدة لجعل 


الصيغتين صادقتين في نفس الوقت وإذن فهما متسقتين. 


(z) 
n K—(LA(MvN)) (1) 
т راب10‎ 
3) u 
4 11 
5 JK LA(MVN) 
6 × L 
7 МУМ 
8١ x 


الفر ع الأیسر مغلق لوجود K‏ و | عليه والفرع الأيمن مغلق لوجود L.‏ 


وبا | عليه وهكذا فالشجرة مغلقة وصورة الحجة صحيحة. 


1 У K—(LvM) (2) 
2) У ۸ہ[‎ 
3) 1м 
4) 11 
5) K 
6) lk ], ۷ ۲ 
x 
7) І. M 
8) x x 
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صورة الحجة صحيحة. 


(3) 


Kv(LAM) 


кә 
Тал 


м (Сл М) 


Л, З 


الشجرة مفتوحة وبالتالي فصورة الحجة خاطئة. 


(4) 


x 


x x 


K+ (L + M) 


V 
V 
V 


К 


V 


۷ Клі) M 


KAL 
1м 


У 
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5) 


б) 
7) 


8) 


10) 


صورة الحجة صحيحة. 


1 М IK +L 
2 ۷ ٦٦0باب‎ (9 
3) к (1) 
4) 111 с. 
5) K کو‎ 
Z S 1к 7 
6١ lk L 
7 x 


الصيغتان ليستا متكافئتين وذلك لوجود فرع مفتوح واحد على “Ж‏ وهكذا 


فإنه توجد على الأقل امكانية واحدة» لجعل L‏ ج × | صادقة بینما تكون 


(ا ج 06 | كاذبة. 
)2( الشجرة الأولى الشجرة الثانية 
y ]Kv I] 11 V T(KAL)‏ )1 
Y ПСК > ۷ ](KvIL)‏ )2 
Y KAL 3) v 1]К‏ )3 
к 4 v 111‏ )4 
۴ )5 ,1 )5 
б) L‏ 
lk 1,‏ )6 
x x 7) 11 11,‏ )7 
x х‏ )8 


الشجرتان مغلقتانء وإذن الصيغتان متكافئتان. 
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(3) 
اليد‎ 
š ۱ الشجرة‎ 
کے مود‎ 
Л, 
У Кө, 
K 


وي 


L 
11 


× 


1) 
2) 
3) 


5) 
б) 


х 
7) 


АА الشجرة‎ 
L 
1 10 19م ساب‎ 
11 
1кө 1) 
3) 
4) 


الہ مغلقة 
الشجرة الا 
ولى مخ لصيغتا 

لی مغلقة بيذ 

ء ہینما الث 

لشجرة الثانية ба‏ 

ية مفتوحة 

حة وبالتا á‏ 

لي فا 

۱ یغتان = 

ل 

عير 


(ه) 
)1( 
К, ә‏ 
(Vx) )‏ 
Эх) K,‏ 
É:‏ 8 
(Vx) IL.‏ 
K,‏ 
K+‏ 


ما 


1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
б) 
7) 


8) 
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Kab 

v (Зх) K, 7 
(Ух) (K, 
K. 


(2) 


Ka 
а> 
ү, i = Къ 


У К. Kee 


م11 
i 7‏ 


Kee 


Ko 


е"‏ ی 


Kaa 


Ка IK; 
1Ka 


1) 
2) 
3) 


5) 
б) 
7) 
8) 


9) 


10) 


فقو ةة УЕ‏ 


(3) غير متسقة. (4)غير متسقة. 
(VX) Lx (3)‏ جا n м (WX)‏ 
)1( مامتا v‏ 2 
٦3× IK‏ 3 
(Vx) IL,‏ )4 


5) v l(vx)K, (Vx) ہا‎ 
@ (х) Kx І. 
7) х ما1‎ 


x 


لقد طبقنا القاعدة 3 | على الخط الثاني فحصلنا على الخط الرابع. وطبقتا 
القاعدة ج على الخط الأول فحصلنا على الخامس. الفرع الأيسر مغلق 
لوجود K,‏ (:3) وبا («3) 1 عليه. الأيمن مغلق لوجود ما [ و ہا عليه. 
الشجرة مغلقة وصورة الحجة صحيحة. 
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گا 63ہ )1 
(3x)L,‏ ۷ )2 

3) V l@Gx)(K.A LJ) 
4( K. 

5) Lp 

@ (Vx KKx^ L 


7 м ما ہ10‎ 
8) 7 ](K,A L) 


о لا‎ T 


x 


10) 1 TL 
x 


صورة الحجة خاطئة ذلك أن الشجرة المنتهية مفتوحة لوجود فرع مفتوح» 
وعندما طبقنا القاعدة 3 أدخلنا الحد а‏ على الخط الرابع وحد آخر ط على 
الخط الخامس في التطبيق الثاني لهذه القاعدة. 


1) м (х) (ух) ہا‎ (3) 
2) v 1(ух) (3) Kw 
3) (Уу) К.у 

4 V (3х) |)3« Ку, 


5) 7 lGy) Ky 


6) (Vy)ÎKye 
7) ہر‎ 
8) Kab 

9) х 
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صورة الحجة صحيحة. لقد طبقنا القاعدة 3 على الخط الأول فحصلنا على 
الخط الثالث. وطبقنا V‏ | على الخط الثاني فحصلنا على الرابع. وطبقنا 
القاعدة 3 على الرابع فحصلنا على الخامس. وطبقنا 3 [علی الخامس فحصلنا 
على السادس. طبقنا ۷ على السادس فحصلنا على السابع. ثم طبقنا ۷ على 
الثالث فحصلنا على الثامن. أخذنا السابع والثامن فغلقنا الشجرة على الخط 
التاسع. 

(4)صورة الحجة صحيحة. 

а= (5)‏ ا[ 


2\ T(Kab—>Kba) 
3) 1 1(Каа->Каа) 


4) Каа 
5) [Kaa 
6) х 


لقد استبدلنا على الخط 3 ظهور نا على الخط 2 مرتين بواسطة а‏ وذلك 
باستخدام قاعدة الهوية. والحجة صحيحة. 
)6( 
2 2 (1۱ 
1(фф=а)‏ (2 
(ہ ه) | (3 
x‏ 


صورة الحجة صحيحة. 
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— ЧИЙ | 


المنطق الرمزی المعاصر 





بمثل هذا الكتاب مدخلا إلى المنطق الرمزي المعاصر ويعرض بأسلوب 
م وقیق حساب القضايا. حيث تدرس دلالته وتركيبه. الاستنتاج 

الطبيعي. هنا. يتناول قواعد الاشتقاق وأنواع البراهين الصورية ثم یتم 
0 ساب القضابا مع براهین صفات هذا النسق. 

حساب ا حمولات يتم إدخاله کتوسیع ساب القضايا. حیث تدرس 
دلالته من خلال البناءات التفسبرية وتركيبه. الاستنتاج الطبیعی ساب 
ا حمولات یقوم على إضافة قواعد اشتقاق جديدة ثم ал Ж‏ 
بدراسة مفهوم الهوية وأخيراً يبنى النسق الصوري لحساب احمولات. 
تدرس أشجار الصدق كطريقة أخرى فعالة وسلسة في حساب القضايا 
لتحديد: أنواع الصيغ. تكافئها. اتساقها وعدم اتساقها. كما يتم تعميمها 

على حساب المحمولات. 

إنه أول كتاب باللغة العربية يخوي حلولاً مفصلة لمئات التمارين. التي 
تمثل مساعدة حقيقية للقارىء لتثبيت المعالجات النظرية المعاصرة في 
هذا الکتاب. Š‏ 
الولف: 

أستاذ جامعي للمنطق وقام بتدریسه في عدة جامعات عربية. كما وعمل 
في مراک ز آخساث عربية وأوروبية. وتشر أكثرمن ۱1 مقال وکتساب 
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